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Vorrede 

zur  ersten  Auflage. 


Uns  mäclitico  Instrumont  der  AlizoI)ra  und  An;dvsis, 
wolclics  iinfei"  dem  Niiiricn  der  Deteriiiiniinlen  in  (Jebrinioh 
ückoniinon  ist,  wnr  ;nis  den  I»is  vor  Nvenip  .Tnhren  vorli;indeneii 
Quellen  niehl  leicht  kennen  zu  leinen.  Die  grossen  Meisler 
liatten  jenes  Ilüifsinittel  für  die  Iiiilieren  Zweeke,  denen  ihr 
Genius  diente,  sich  geschnHcn  und  \\;iren  ^venig  gesonnen, 
ihren  Bau  durch  Betrachtungen  über  ^Material  und  Weikzeug, 
von  deren  Tüchtigkeit  sie  tiefe  rel)erzeugung  hattcui,  aufzu- 
lialten.  Daher  ist  es  mit  den  Determinanten  \>  ie  wohl  mit  allen 
wichtigen  Instrumenten  der  I\iathemalik  ergangen,  dass  sie 
längere  Zeit  im  Besitz  von  wenig  Auserwiihlten  l)liel)en,  bevor 
eine  geordnete  Theorie  derselben  den  Nichtkennern  das  Ver- 
sländniss  und  den  Gel>rauch  zugänglicher  machte.  Die  erste 
Idee,  der  Algebra  durch  Bildung  conibinatorischer  Aggregate, 
die  heute  Determinanten  genannt  werden,  zu  Hülfe  zu  kommen, 
rührt,  wie  Herr  Professor  Dinicnr.ET  bemerkt  hat,  von  Leibmz 
her.  Ausser  dem  Briefe  an  LTIospital  169;}  April  28,  worin 
Leibmz  die  Ueberzeugung  von  der  Fruchtl^arkeit  seines  Gedan- 
kens ausspricht,  scheint  al)er  nichts  übrig  zu  sein,  woraus  sich 
schliessen  Hesse,  dass  Leibmz  sich  um  weitere  Früchte  dieser 
Idee  bemüht  hal)e.  Die  zweite  Erfindung  der  Determinanten 
durch  Gramer  1750  blieb  unverloren  wegen  der  Dienste,  die 
der  Algebra  daraus  erwuchsen  theils  durch  Gramer  selbst, 
theils  nach  einer  iU'ihe  von  Jahren  durch  Bezoit,  Yam)ermom)e, 
Laplace,  Lagrange.  Namentlich  war  es  Vandermo.vde  (sur  l'eli- 
mination  1771),   der  einen  Algorithmus  der  Determinanten  zu 
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lu'uründon  suclilt' .  wülicciul  l.uiuwi.r  in  der  classisclicn  Ali- 
luiiullunii  siii"  los  |ni";mii(k>s  I7T:{  von  (K'ii  Dclci  iiiitiiiiUcii  diillcii 
Griules  hc\  PioltliMiicii  der  ;iniil\lis('li(Mi  Gcoinctiic  Ix-icits  in 
«Tossor  Aiisdcluuuii;  (iol)r;uu"li  inaclito.  Den  wicliliuslcn  Ansloss 
jedoch  vuv  wcileri-n  Aushilduni^  der  lUHliiuini^  iiiil  DeUM'ini- 
nanlen  lialuMi  (i.vrss'  l)i.s(|iiisilioiK's  arillimoticac  ISOI  Lroi^oljcn. 
Axisizchond  von  der  l^otiaclilung  der  Alunrilliincn ,  wcdcho  in 
dioscMu  ^VeI■ke  sich  auf  die  »Dclorniinanlcn  der  «luadralischcn 
Formen«  beziehen,  stelllen  Hi>et  und  Caichy  1iSl2  die  allge- 
meinen Regeln  für  die  Mulliplicalion  der  Determinanten  auf, 
wodurch  l\echnuni:en  mit  schwer  zu  l)ewältiL:eiulen  Auizrei^aten 
eine  unerwartete  I.eiclUigkeit  gewannen.  Des  neuen  (lalcüls. 
welciien  l>esonders  Caic.iiy  weiter  nusgeltildet  halte,  l)emäch- 
tiülc  sicli  mit  schöpferischer  Kraft  vorzüglich  .I.vcobi  1826,  des- 
sen in  Crelle's  Journal  niedergelegte  Aibeiten  reichlith  Zeug- 
niss  geben,  was  das  neue  Instrument  in  des  .Meislers  Hand  zu 
leisten  vermochte.  Erst  durch  .Iacoiu's  AMiandlungen  "de  for- 
mntione  et  proprietalibus  delerminantiuma  untl  »de  determinan- 
tibus  functionalibus  1851«  wurden  die  Determinanten  (iemeingul 
der  Mathematiker,  welches  seitdem  von  verscliicdi'ni'n  Seilen 
her  wesentliche  Vermehrungen  erhalten  hat. 

Jacobi's  A])handlung  de  formalione  etc.,  welche  nicht  un- 
mittelbar für  das  erste  Studium  des  Gegenstandes  verfasst  ist, 
imd  SroTTLSwooDE  elemenlary  theorems  rehuing  to  delerminants, 
London  1851,  eine  Schrift,  welche  bei  zweckn)ässiger  Anord- 
lumg  des  Stoffes  und  einer  guten  Auswahl  von  Beispielen  manche 
Ingenauigkeiten  und  sell)st  Unrichtigkeiten  enthält,  wodurch 
ihrem  Werlhe  Eintrag  geschieht,  waren  die  einzigen  vorhan- 
denen Anleitungen  zur  Kenntniss  der  Determinanten,  als  ich 
mich  enlschloss,  das  zum  grossen  Theil  noch  zerstreute  Matei'ial 
in  eine  Theorie  der  Determinanten,  begleitet  von  den  wichtig- 
sten Anwendungen  derselben,  zusammenzustellen.  Meine  Arbeil 
war  fast  zum  Abschluss  gebiMcht,  als  mir  huiosciii  la  lecuica 
dei  determiiiaiui ,  I'avia  18.")  i  .  hekanni  wurde.  Dieses  Wei'k, 
hervorgerufen  dureh  das  auf  \ielen  Seilen  gefiddte  Bediiifniss 
einer  elementaren  Anleitung  zm-  Kemilniss  der  Deleiininanlen, 
ist,  wenn  auch  in  den  j-^lemenlen  iiiilil  immer  slicng.  dnch  mit 
vorzüglicher  Sachkenulniss  gesehrieben  und  enthalt  einen  lei- 
chen  Schatz  Ireinicheu  Materials,  wodurch  es  schnell  in  weilen 


V 

Kreisen  Kinunn;.'  und  Ancrkonnuna  sich  vorsiliiifVi  liiit.  Die 
jünust  in  Berlin  cischienene  denlsciie  reiHM>el/un;i  dieses 
N\erlhvollen  Uiiclies  isl  olme  ZweiCrl  den  di'iilsrlicn  .M;illieina- 
likern  sehr  williioniinen.  Dass  iehdm.Mulli  h;itte.  meine  Schrill 
über  densellien  Ge!j;ensl;nid  zu  vollenden,  iiründel  sieli  liau[)t- 
säehlieh  auf  die  Versehiedenlieil  in  dci-  Anl.iL'e  und  AusÜdMun^ 
meiner  Arbeit.  Um  den  tlicoi'elischen  kiiii  de.s  Cicgenstandes 
inöiilichsl  rein  heraus/usehiilen,  liabe  ich  die  lian|)teii:enseliaften 
der  Deterininanlen  und  die  darauf  aegrinuU'len  Alirerithmen  in 
synllielisch  genau  arliculirlem  Vortraa,  wie  er  den  Lehrbüchern 
von  Alters  her  eignet,  abgehandelt  und  wo  es  nötliig  schien 
durch  einfache  Beispiele  erläulerl.  Ks  kann  z.ur  klaren  Einsicht 
in  die  Lehrsätze  eines  Systems  nur  erwünscht  sein,  bei  jedem 
Lehrsatze  die  Summe  dei'  Prämissen,  auf  denen  er  beruht, 
straft'  zusammengezogen  zu  sehen.  Dagegen  halte  ich  die  An- 
wendnngen  a\d' Algebra.  Analysis  und  Geometrie  in  einen  be- 
sondern .\bschnitt  vereinigt,  um  durch  grösseren  Zusammen- 
hang leichtere  Auffassung  und  in  den  einzelnen  Materien  eine 
gewisse  Vollsländigkeil  erreichen  zu  können.  Leberal!  aljer 
habe  ich  mit  unablässigem  Bemühen  den  Lehi'sätzen  und  Be- 
weisen möglichste  Präcision  zu  verleihen  gesucht,  wo  sie  der- 
sell)en  noch  zu  entbehren  schienen.  Bei  Annahme  von  Bezeich- 
nungen und  Benennungen  in  diesem  Gel)iete  glaubte  ich  ängst- 
liche Vorsicht  anwenden  zu  müssen,  weil  die  neuere  Mathematik 
ohnediess  von  manchen  Ausschweifungen  zügelloser  Termino- 
logie mit  Sprachverwirrung  bedroht  wird.  Besonders  aber 
wünschte  ich  meiner  Arbeit  dadurch  einigen  Werth  zu  verleihen, 
dass  ich  soviel  als  möglich  bis  zu  den  Originalquellen  vorzu- 
dringen suchte,  um  die  ersten  Erfinder  von  Methoden  und  die 
ersten  Entdecker  von  Lehrsätzen  citiren  zu  können.  Solche 
Citale  sind  nicht  nur  ein  Opfer,  welches  die  spätere  Zeit  den 
frühern  Otfenbarungen  des  Genius  schuldet,  sie  bilden  ein  Stück 
Geschichte  der  Wissenschaft  und  laden  zum  Studium  der  hohen 
Werke  ein,  aus  denen  die  Wissenschaft  aufgebaut  ist,  und  in 
denen  noch  immer  reiche  Schätze  ungehoben  ruhen.  Freilich 
kann  ich  nicht  erwaiten,  dass  mein  Suchen  hierl)ei  ülierall  zum 
Finden  desBichtigen  gcfidn-l  hat:  ich  lioll'e  aljer,  dass  verlautete 
Irrtliiimer  zu  gelegenllichoi-  Aussprache  des  Bichtisen  Veran- 
lassung geben  werden. 
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N;i(li  »lern  \  orltonieikton  ist  es  niiiii'tliii:  luMvoi-ziiliohon, 
\\;is  (M\\;i  von  meiner  Soito  eii;enos  dciii  Nor^i  riindnicii  M.ilcri.il 
liin7.ut:('fil^l  worden  isl.  l'.s  Idcil)!  inii- iiiii-  ültiiL'.  die  (Üitc  iiici- 
nos  izcleluicn  l'rtMmdcs  IJorciiarkt  diiiikhiir  /ii  nduiicn.  der 
diiiili  m.mi-horlci  Anweisung  niitii  Ixi  iiiciiu-r  AiIjcII  wirksiiiii 
unterstiltzt  hat. 

I8Ö7. 


Zur  zweiten  Auflage. 

Die  günstige  Aufnahme,  welche  der  ersten  AufInge  dieses 
Ruches  zu  Theil  geworden  ist,  h;it  mich  zu  neuen  Anstrengungen 
vcr;uii;isst .  um  durcii  Verl)esscrungen  und  Zusätze,  die  nüthig 
oder  zweckmässig  schienen,  die  fernere  Brauchbarkeit  meimr 
Arl)eit  zu  sieliern.  Die  Zusätze,  welclie  insl)esondere  die  par- 
tiiden  Determinanten  und  die  linearen  Sultslilulionen  belrcHen, 
und  die  neue  Ausarbeitung  der  Paragraphen,  welche  das  Difle- 
renzenproducl  und  die  Resultante  behandeln,  waren  durch  die 
seil  der  ersten  Auflage  eischienenen  n)atliematischen  Arbeiten 
uebolen.  Amh  die  Darstellung  der  Dclerminantcn  von  ent- 
aetzengesetzl  gleichen  corrcspondirenden  ]">lementen  und  die 
Auflösung  der  Systeme  von  linearen  (ileichimgen  sind  beliächt- 
lich  verändert  worden.  Ueberall  aber  war  ich  bedacht,  den 
elementaren  Character  des  Buches  zu  bewahren. 

Wiederum  habe  ich  den  Freunden  Borciiahdt  vuid  Kron- 
KCKKR  vielfache  l'örderung  meiner  Bemilhungen  zu  danken. 
Möi:e  denn  das  Hudi  auch  in  dem  neuen  handlicheren  Tormal, 
dem  Format  der  franzosischen  reberselznng  \on  Holki,  ISC.j. 
der  mathemalischen  Wissenschafl  nützlich  dienen  und  sich 
M'lbst  Freunde  erwerben. 
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Erster  Abschnitt. 
Theorie  der  Determinanten. 


§.1.  Eintheilung  der  Permutatloiien  gegebener  Elemente 
in  zwei  Classen. 

1.  Die  Elenieiile  einer  Complexion,  aus  welcher  l*eniiu- 
talionen  abgeleitet  werden  sollen,  werden  durch  Ordnungs- 
zahlen unterschieden.  Ein  I">loinent  heisst  höher  als  ein  ande- 
res, wenn  es  die  grössere  Ordnungszahl  hat.  Irgend  zwei  Ele- 
mente einer  Complexion  bilden  eine  Inversion  (derangement, 
Variation)  *),  wenn  das  erste  unter  den  beiden  Elementen  höher 
ist  als  das  zweite,  z.  B.  die  Pernmtation  f<2«403"i  enlhäll  4  In- 
versionen :  Oj'^i;  ^'4%)  ^4^1?  f'a^i- 

Die  Permutationen  gegebener  Elemente  sind  von  Gramer 
in  zwei  Classen  getheilt  worden,  deren  erste  die  Permutationen 
unifasst,  in  welchen  eine  gerade  Anzahl  von  Inversionen  vor- 
handen ist,  deren  zweite  die  Permutationen  mit  ungerader 
Anzahl  von  Inversionen  enthält. 

2.  Lehrsatz.  Wenn  in  einer  Permutation  ein  Ele- 
ment mit  einem  andern  vertauscht  wird,  während 
die  übrigen  Elemente  ihre  Plätze  behalten,  so  än- 
dert sich  die  Anzahl  der  vorhandenen  Inversionen 
um  eine  ungerade  Zahl**). 


*)  Gramer  Analyse  des  lignes  courbes,  1730.  Appendix  p.  658. 
**)  Die  auf  diesen  Salz  sich  grundende  Unterscheidung  der  Permuta- 
tionen  rührt  von  Bezout  her  Hist.  de  l'acad.  de  Paris  1764  p.  292;  und 
wurde  zuerst  begründet  von  Laplace  in  derselben  Sammlung  1772,  II 
p.  294  ,  einfacher  in  der  hier  mitgetheilten  Weise  von  Moti-WKiut  demon- 
stratio eliminationis  Cramerianae.  Leipzig  1811.  §.9  und  von  Cikrconne 
Ann.  de  Math.  4  p.  150. 

UaltZLM-,  Deleim.   2.  Aufl.  < 


3  §.  I,  2. 

Beweis.   Sind  //  und  //  die  v.u  vcrlniisrhciidcii  l^lcmontc,    // 

d.is  liiilicrr  «Icrsclln'n  .     1  die  (iiii|>|>c'   der  I'Jciiicnlc .    wciclic // 

\«ir;ini:t'lii'ii ,    // dir  (ii  iiiiju'  dci-   l'lt'iiiciilc ,    wcIclic  /wisclH'U  // 

lind/»  sli'lwn,  (■  die  (ini|>|i('  der  l'.lcimiitt'.  \\  clclic //  niichlolucii ; 

isl  ;ds»»  dif  t;t'i:«'lu'ii(>  l'ci  imilation 

.1  g  Hh  C, 
und  dir  /u  ]>ild(Mulc 

A  h  D  g  C, 

so  lilhrt  die  licsutlilc  AcndcrnuL;  d{>r  An/idd  der  voihandcnon 
Inxt'isioncn  von  der  SUdlunii  Iut,  wolcltc  f/  und  h  lirucir cin- 
iindcr  und  uoucn  die  in  H  onlliidtcncn  l.lcnicnlc  rinncliincn. 

Die  (iru|)|tc  //  tMi(li;dtr  ß  KIcMucnlc.  \(in  donon  ß^  höher  als 
(/.  ,^2  hiihciids  //  seien.  Dann  sind  in  derdunipK-xiun  7////  ausser 
(h'u  in  B  vorhandenen  Inversionen  deren  ß—ßf-i-ß-^  an/.ulrellen. 
weil  7  hoher  isl  als  ß — ß^  l^lenienle  \on  Ji.  \n\d  ß.^  Elemente  \  on 
li  höher  sind  als  //.  Anstalt  diesiM'  linersionen  kommen  in  der 
(ioniplexion  lifii/.  welche  durch  Vertausclnni::  von  7  inid  /(  al)- 
lieh'ilet  ist.  ß—  ßi+\  -i-ßi  IrnersioniMi  voi-,  weil  h  höher  ist  als 
ß — ß^  llleniente  von  li.  ferner  /;  höher  als  7,  und  endlich  noch 
.5',  Kleniente  von  Ji  höher  sind  als  7.  Die  Din'erenz  dieser  An- 
zahlen 

ist  ungerade.  \\ .  z.  li.  w  . 

3.  Durch  VertauschuiiL;  \on  jedesmal  '1  Idemenlen  können 
nach  und  nach  alle  l'ernuitalionen  einer  Liei^clienen  (lomplexion 
dartiestellt  werden  '  .  Die  in  dieser  Ueihe  der  i'ormniationen 
anzulrclVendeii  ln\ersionen  sind  aliw  echsclnd  \on  i^erader  und 
ungerader  Anzahl  2  .  Da  die  Anzahl  aller  l'ernuilalionen  j-erade 
ist,  so  ii,iel)l  es  elx'nsoviel  Pernnitationen  dei'  ersten  (Ilasse,  in 
denen  eine  izerade  Anzahl  Inversionen  vorhanden  isl.  als  l*ei- 
mutationen  der  zw  eitrn  Cl.isse .  welche  eine  uniierade  Anzahl 
Inversionen  enlhalt<'n.  Jene  lassen  sich  durch  ein(!  gerade,  diese 
dureil  eine  uniicrade  Anzahl  Verlauschunj^en  \on  jedesmal  2 
IJeiueiilcii  aus  der  L'ei:i'ltenen  (!oin|ile\ioii  .ddeiten. 

Zw  ei  l'eiinulalioiMii  lichören  in  diesellie  (blasse,  wenn  eine 
aus  der  andern   oder  heide  aus  eint'r  dritten  durch  eine  gerade 


•     Vcr^'l.  «lAi-LKNkAMi-  lilfiii    il.  Miilli    IS.iO  §.  HO  ocUt  dos  Verf.  Klein, 
d.  Malli    iU"i  UiiL-li  vV  il 


§.  I,i.  3 

Anzahl  Vertnusclumpen  von  jodosnial  2  Elonionton  sich  nlilcilni 
hissen. 

4.  Analytischer  Beweis  des  Lehrsatzes  2)  ').  Zur  l  nici- 
scliiMchnii;  der  l'ei'niulationen  hilcU*  man  hei  je(hM'  (h'rsciiicn 
die  DitVerenzen  der  den  Elementen  zugehüriiien  ürdnuni;szahlen, 
indem  man  die  Ordnungszahl  jedes  Elements  von  der  jedes 
Inlizcmden  Elements  subtrahirt.  June  l'ermntalion  enthält  soviel 
Inversionen,  als  unter  den  er\^ähnten  Dill'erenzen  negalive  vor- 
kommen (I). 

Das  Product  d  icser  Üil'ferenzen  ist  eine  a  llcrn  i- 
rende  Function  der  Ordnungszahlen**),  NAeUlie 
d  u  r  c  h  V  e  r  t  a  u  s  c  h  u  n  g  V  0  n  2  Ordnungszahlen  den  e  n  l- 
g  e  g  e  n  g  e  s  e  l  z  l  e  n  ^Y  e  r  l  h  erhält. 

Beweis.  Nach  der  Vei'lauschung  von  zwei  Ordnungszahlen 
haben  die  einzelnen  Dilferenzen  in  \eränderler  Ordnung  die- 
selben absoluten  Werthe  wie  voiher,  also  behält  ihr  Product 
seinen  absoluten  Werth.  Versteht  man  unter  /  und  k  zwei  be- 
stimmte, unter  r  und  s  zwei  beliebige  andere  Ordnungszahlen; 

unter 

n\r—  i]  (>• —k],  Jf{r—s) 

<lie  Producte  der  Faclorcn,  deren  allgemeine  Formeln 

[r—i)  [r—k] ,  r—s 
sind ;    bezeichnet  man  endlich  einen   der  Werthe  1  oder  —  1 
durch  £,  so  kann  das  Product  der  l)ei  einer  gegel)enen  Peniui- 
lation  zu  bildenden  Differenzen  durch 

tik—i)  II  [r—i]  [r—k)  ll[r—s) 
dargestellt  werden.  Wird  nun  /  mit  k  vertauscht,  so  Itleiben 

ir'r—i}{r—k)  und  II{r—s) 
unverändert,    und  k—i  erh.llt  den  entgegengesetzten  Werth. 
Also    bekommt    das    Product    den    entgegengesetzten    Werth. 
w.  z.  b.  w. 

Da  durch  Yertauschung  von  i  Elementen  der  Pernuilation 
das  in  Betracht  gezogene  Product  einen  Zeichenwechsel  erlei- 
det, so  ändert  sich  zusleich  die  Anzahl  der  negativen  DilTeren- 


*)  Jacobi  Determ.  :2    Grelle  J.  ii  no.  M). 
**)  Fonclion  alternee  nachCArcnv  J.  de  l'ec.  polyt.  Cah.  17  p.  30,  Ana- 
lyse algebr.  III,  2.  —  Functio  alternans  nach  Jacobi  Grelle  J.  22  p.  360. 


§.  I.  i. 


/Oll,  luilliiii  ilif  Aii/iilil  der  \(»rli.iiitl«'M('ii  iMMTsiniu-ii  um  v'mv 
uiigtM'adf  /iiiil,  wie  oIk-ii  1>c\\  icscii  wnidcii. 

5.  Dif  \  i'il.uiMimiii;  dfi' l.lfiiiciilt'  imikt  (i(iiii|tlt>\i(in  licissl 
i'\  i-l  isc  li .  wenn  jodc'S  Mlciiicul  durcli  (l;is  InlLinidc.  (l;is  Ict/.le 
l-demcnt  duicli  das  cislc  tTSi'lzl  wiiil. 

Diircli  eine  c-\cliscli(.'  V  e  rl  a  ii  s  c  h  im  l:  aller  Mi  (■- 
lllt'  ii  t  r  <'  rli  ii  1 1  mal)  aus  einer  i:  e  lic  I»  e  ii  e  ii  I'  e  r  m  u  l  a  l  ien 
eine  I'e  im  u  t  a  l  ieii  dersellteii  eder  iiielil  deiselhen 
Classe.  j  i'  naehdem  dieAii/alil  d  e  r  111  e  m  e  n  t  e  uuize- 
rade  oder  ijerade  ist.  Dein»  ilie  cyclische  Vcrlauscliuiiii  noii 
11  Kloinonlen  lässl  sieh  duicIi  Veitauscluini;  des  ersten  Klenienis 
mit  dem /.weilen,  drillen  u.  s.  !'..  also  durch  // — I  Verlausehun- 
i:en  ven  jedesmal  -  l'-lemeiileii  erreichen. 

Aus  einer  ji  e  g  c  1j  e  n  e  n  1*  e  r  n)  u  l  a  l  i  o  n  kann  j  e  d  e  a  n- 
(1  e  r  e  d  u  r  e  h  e  y  e  I  i  s  e  h  e  Verl  a  u  s  e  h  u  n  ll  ein  z  e  1  n  e  r  (J  r  u  p- 
|»en  \  on  1",  I  ein  e  n  l  en  alj  i;«'  ie  i  t  e  l  \v  e  rde  n.   Sind  /..  15. 

7^54  :i  8  I  6  9 
die  OrdiuniLiszahlen  dei"  l'lleinente   in  dei'  iieizebenen  l'ermula- 
linn,  und 

2  9  3  8  7  4  1  ö  (i 

die  Ordnunizszahlen  der  Elemente  in  der  altzuleitenden  Pernui- 
lalinn,  so  lieuinne  man  mit  dem  ersten  uinzuslellenden  Elemenl 
der  getielienen  l'eiiniitatidii.  und  ersetze  der  Ueilie  nach  7  durch 
•2.  2  durch  9.  9  durcii  0.  <i  durch  ö,  ö  durch  3.  endlich  .'}  durch 
das  Anran,üs  ausgeslossene  Klement  7.  Daihircii  ist  eine  Gruj)pe 
von  Elementen  abgeschlossen  und  deren  cylische  Vertauschung 
vollendet.  Hierauf  ersetze  man  aus  der  lleihe  der  noch  übrigen 
Kiemente  l  durch  8,  S  durch  4,  woinil  die  CNclische  Vertau- 
seliung  einer  zweiten  Gruppe  von  l'Jeinenten  sich  schliessl. 
Das  nocii  übrige  Klemenl  I  ist  durch  ein  anderes  niciil  zu  er- 
setzen. Demnach  ist  durch  2  i)artiale  cyclische  Vei-tauschungen 
aus  der  ersten  IVrmutation  ilie  zweite  abgeleitet. 

Winn  man  jeiles  der  Kiemente,  welches  bei  der  eben  be- 
schriebenen .Ableitung  <'iner  l'ermutalion  aus  einer  andern  durcii 
sieli  selbst  zu  ersetzen  ist,  als  eine  b(,'sondere  (iru|)j)e  mitzählt, 
so  gilt  die  Kegel  : 

Zwei  Per  m  ul  al  innen  gehii  ren  in  dieselbe  (]  I  a  sse 
oder    nicht.     \r    iia(  hdeni    die    DilTerenz    der    ,\  n  /  a  h  I 


§.2.1.  5 

ihrer  El  e  mente  und  der  A  n /.  ;i  hl  der  f.  rupixn  ,  dnicli 
deren  cyclische  Verlaus  c  li  n  n  l-  die  (»ine  l'ernuila- 
tion  aus  der  andern  ab  gel  ei  l  et  werden  kiin  ii ,  uorade 
oder  ungerade  ist*).  Besleiicn  nämlich  die  gegebenen  IVr- 
inulationen  aus  n  Elementen,  lässl  sieh  aus  der  ersten  die 
zweite  dadurch  ableiten,  dass  man  die  Elemente  in  /)  (inipiten 
von  «,,  «2,  ofg,  ..Elementen  vertiieilt,  und  die  einzelnen  (inip- 
pen  durch  cyclische  Yertauschung  uinl)ildet,  so  können  die  vor- 
zunehmenden cyclischen  Yertauschungen  durch 

Vertauschungen   von    jedesmal   2  1-lIeiiieiilon  l)e\virkl  werden. 

Nun  ist 

«,  +  «._,+«.,+  . .  =n , 

also  kann  die  zweite  Pernmtalion  aus  der  ersten  durch  ii—p 

Vertauschungen  von  jedesmal  2  Elementen  abgeleitet  werden. 

Um  die  Elemente  der  ersten  (iriippe  an  ihre  neuen  Plätze 

zu  bringen,   sind  nicht  weniger  als  a, —  I  Vcrlauschungen  von 

jedesmal  2  Elementen  erl'orderlich  u.  s.  f..  daher  kann  eine  der 

gegebenen  Perinutalionen  aus  der  anchMu  nicht  durch  weniger 

als  n — p  Vertauschungen  von  jedesmal  2  Elementen  al)geleitet 

werden.  Im  obigen  Beispiel  ist/>  =  ."3,  ?j— p  =  6,  folglich  gehören 

die  gegebenen  Permutationen  derselben  C lasse  an. 

§.  2.  Determinante  eines  Systems  von  n'^  Elementen. 

1.  Wenn  /»Zeilen  (Horizontalreihen,  ligues)  von  je  ?i  Ele- 
menten ,  oder  von  der  andern  Seite  betrachtet  n  Colonnen 
(Verlicalreihenj  von  je  m  Elenu^nten  zu  unterscheiden  sind,  so 
werden  die  Elemente  im  Allgemeinen  zweckmässig  durch  2 
Xumern  {indices,  suffixe)  bezeichnet,  deren  erstes  die  Stelle 
der  Reihe,  deren  zweites  die  Stelle  des  Elements  in  der  Reihe 
angiebt**),  z.  B. 

«1,1     fli..-     •  •    «1,« 

a„  .      a,  „      .  .     a„  „ 


•/H.i       "m,z 


■'*]    Calchy  J.  de  loc.  polyl.  Call.  17  p.  42.   .\nai.  algotir.  Note  4.  JAr<iBi 
Del.  3. 

**\  Diese  Bezeichnuns  ist  zuerst  von  Leibniz  nngewandt  worden.  S.  des- 


6  §-2,1. 

Sl.ill  (1,1^.  oder  a,^.  schroiht  m.in  .uu-h  «/**  oder  l>loss  ,/,Ä). 
Wenn  //i=;j.  su  lioisst  (li(»  lU-ilio  «ItT  l'Jfiiit'nt«'  mh»  ersten  zum 
lolzton 

dir  I)  i.i  i:  iii\;i  I  IC  i  li  ('  (l(\*i  Quadrats  der  Klrincnlc. 

2.  Definition.  Inlcr  der  Det  eriiiinaut  <•  des  Systems 
\on  n^  Klemenlcn.  wcklic  in  n  Hcilien  von  je  7»  Elementen 
stehen  und  von  denen  das  /,te  der  /ten  Heilie  dureh  ctj j^.  bezeieli- 
net  wird,  \ersteht  man  <las  Auureual  der  Produete  von  je  n 
solehen  Kiementen,  tue  säuuntlieh  aus  verschiedenen  Zeilen  und 
(Kolonnen  entnonunen  sind.  Das  Anfanusiilied  der  ])(Uerminante 
ist  das  Froduet  iler  Fdeniente  der  Diaizttnaireihe 

Aus  dem  Anfanusulied  werden  die  iihriizen  (Wieder  abgeleitet, 
indem  man  die  ersten  Numern  unvei'ändert  lässt  und  die  zwei- 
ten iiermutirt.  Die  einzelnen  Glieder  werden  positiv  oder  nega- 
tiv cenommen.  je  nachilem  die  Pernuitationen  der  Numern, 
durch  welche  sie  entstanden  sind,  derselben  Classe  angehören 
als  die  erste  Comjdexion  der  Numern,  oder  nicht. 

Die  Determinante  von  jj^  Kiementen  hcisst  /iten  Grades, 
weil  ihre  Glieder  Produeto  von  7i  Klemenlen  sind.  Sie  hat 
I .  :i .../»  Glieder .  welche  zur  Hälfte  positiv,  zur  andern  Hälfte 
negativ  sind  (§.  I,  3  ,  unter  denen  aljer  entgegengesetzt  gleiche 
nicht  vorkonnnen,  so  lange  nicht  besondere  Beziehungen  zwi- 
schen den  einzelnen  Kiementen  statKinden.  Man  bezeichnet  die 
Determinante  nach  Calciiv  und  .Iacofu  durch  I^inschluss  des 
Systems  der  Kiemeute  zwischen  (Joloimenslriche,  oder  durch 
das  mit  dem  Doppelzeichen  ±  unter  ein  Summenzeichen  ge- 
setzte Anfangsglied,  oder  nach  Vanki  iim(imii;  dnrcli  Aufsleliung 
der  Reihe  der  ersten  Numern.  welche  zui"  rnlcrscheidimg  dei- 
Klemenle  dienen,  übei-  der  Heihe  der  zweiten  Numern')  . 


sen  Brief  an  L'Höpitsil  1693  .\piil  28  in  F.cibiiiz  malli.  .Sclniflen  licrausyey. 
von  Gerhardt  II  p.  239. 

•)  Caiciiv  J.  de  lY-cole  poht.  Call.  17  p.  52.  Jacobi  Del.  4  und  Grelle 
.1.  <5  p.  H5.  Vandehm'indk  .M<^m.  sur  i'(^liniinatiun  1771  (Mist,  de  lacad.  de 
Paris  <772,  II  p.  517).  Die  Determinanten  sind  von  Lf.ibmz  I.  c,  erfunden 
worden,  der  mit  Hülfe  derselben  die  Hcsultanle  von  n  linearen  Oleirliun- 
fien  fnr  n— t  Unbekannte,  sowie  die  Resultante  von  2  alt^ebraiscben  Glci- 
chunt-'cn  für  eine  Unbekannte  darzustellen  suchte.  Als  /weiter  Krfinder 
der  Determinanten  ist  Cramkr    vcrpl.  §.  1,  i    zn  nennen.    Die  von  Caichy 


§•  2,  3. 


'  I  -^  I  •  •  L«_/ 
f|3|.:i„-V 


I  2 


:;:)^ 


Beispiele. 


a    6 
«1  ^ 


=  a6,  —  a,6 


a  b  c 
o,  6,  c, 
fl,  b.,  c. 


=  (ib^c.^  —  iih.,t,\  +  a^b.^c  —  a,6c,_,+  a.^^c,  —  h,6,c 


a   b 

c 

d 

«.  ^ 

c, 

rf. 

a.^  b.. 

c. 

d. 

«3*3 

C3 

^3 

a6,  c._,d., — «ö,  Cjd,^  +  rt  ft^Cad,  —ah.,r^  d, + at^c,  d.^  —  «  bJC.,d^ 

—  a^bc.,d.,  +  (l^bc.^d.,  +  a^b..cd.^  —  a^b.^c.^d  —  a^bxd.,-\-a^b^c.,d 
+  a.M\d.^  —  n  .,bc.^d^—  a.,b^cdj  +  aj)^c^d+ a.,b^cd^  —  a„b^c^d 

—  ajbc^d..  +  a ,bc.,d^  +  (l^b^cd.,  —  a^b^c.,d — aji.xd ^  +  a^h.Xfd  . 

3.  I)  i  0  G  1  i  e  d  e  r  d  0  r  1)  e  1 0  r  ni  i  n  a  n  t  0  kein  11  c  11  a  u  s  de  in 
A  n  l"a  n  g  s  g  1  i  e  d  a  u  c  h  dadurch  a  b  g  e  1  e  i  l  e  l  werden,  d  a  s  s 
man  die  ersten  Nnniern  porniutirt,  während  die 
zweiten  ihre  PJalze  belialten.  Bei  dem  ersten  Verfahren 
nimmt  man  der  Reihe  nach  aus  jeder  Zeile  Elemente .  weU-lie 
verschiedenen  Colonnen  angehören;  bei  dem  zweiten Verlahren 
nimmt  man  der  Reihe  nach  aus  jeder  Colonne  Elemente,  die 
verschiedenen  Zeilen  angehören.  Irgend  ein  Glied  «,„  «20  «3,,  •••• 
welches   beim  ersten  Verfahren   durch  Vertauschung  von  «,  , 

von  033  mit  Og^,  .  .  gebildet  worden 


nut  a 


i.P' 


von  «2  2  niit  «2  o  ? 


ist ,  ergiebt  sich  beim  zweiten  Verfahren  durch  Verlauschung 
von  üpp  mit  o,  „,  von  f/^  ^  mit  ci^f,  von  a,.,,  mit  Og^,  ...  In  l)ei- 
den  Fallen  werden  gleichviel  Numern  mit  andern  vertausdit, 
folglich  erhält  das  abgeleitete  Glied  bei  dem  zweiten  Verfahren 
dasselbe  Zeichen,  als  beim  ersten.   Z.  B.  aus 

''i  1    «2  2   ''ajS   "<,<   «5,5   "ö,r, 

entspringt 

«1,3     «2,2     «3,1     «4,4     «5,6     «6,S 

indem  man  die  zweiten  Numern  I,  2,  3,  4,  5,  (3  mit  3,  ü,  I.  i.  H.  ö 
vertauscht.    Dasselbe  Glied   kann  mau   aus  dem  Anfangsglied 


eingefütirte  Beneiinung  Determinante  ist  von  den  nach  dem  obigen  Gesetz 
gebildeten  Aggregaten  hergenommen,  welclie  Gauss  füisq'iis.  arillmi  ,  De- 
terminanten der  quadratischen  Formen  genannt  hat.  Spatt-r  hat  Caichy 
Exerc.  de  Math.,  Excrc.  d'Analyse)  den  Namen  Determinanic  wieder  mit 
fonction  aiternee  und  mit  dem  von  Lapi.ace  vergl.  §.  i,  i)  gebrauchten 
Ausdruck  Resultante  vertauscht. 
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MuU  (I.MlunI»  lin.l.-n.  d.iss  in;m  die  orstrn  Njihumm  M.  2.  I ,  'i .  i'\  •'> 
li.M- l\.>ih.>  Miuli  in  I.  t  :{.  1.  •'■».  <•  Nrrw.iiul.'lt.  U.i  (Inii  (-iiicii 
\Ni.'  lM«i  <lrn  .in.lfrn  Vcrliiliii'H  wridrii  i  Nuin.iii  dunh  ;intl.>r(> 
n-s.'lzl  lind  in  lu-idcii  l'.dltM»  riliidt  d;i.s  jd.ucIciltMf  (ilifd  (l;is- 
solbr  ZcicIuMi. 

'/\V(M  S\sl('iii(>  V(tn  d(M-  All.  d;iss  dii-  Zeilen  des  einen  inil 
(Ion  Colonnen  des  iindern  üliereinsliininon, 

a^^    H,  ,   .    .   «,,,,  "i,i    "j.i    •  •   "«,1 

a,  ,  n,..  .  .  a.„  a,,o  a.,  „  .  .  a„., 

"/M   "«.:  •   •  "ti.n  ^i.n  "-•.»  •   •  <*«,« 

iiiilxMi  einerlei  Deterniinjinte  ^'±a,,  ^2,2  ■•  "n,n-  ^'""'^  jedos 
filiod  d<M-  einen  l)eterniin;inle  konmil  in  der  nndern  niil  dem- 
selben Zeielien  vor. 

4.  Lehrsatz.  Die  De  le  im  innnt  e  weclis  e  It  d.is  Z  e  i- 
(•|\en.  wenn  im  System  der  I'Jemenle  eine  Hei  he 
mit  einer  p;ir;illelen  P.  e  i  lu^  \  e  r  I  ini  s  e  li  l  wird.  Die 
D  e  l  e  r  m  i  n  a  n  l  e  \  e  r  s  e  li  w  i  n  d  e  l  i  d  e  n  l  i  s  c  h ,  \\  e  n  n  d  i  c 
K  I  e  m  c  n  t  e  einerlei  li  e  d  e  n  e  n  c  i  n  e  r  p  a  r  a  1 1  c  1  e  n  Reihe 
ein/,  e  In  in  deis  e  I  Iten  Ord  nu  n  l:  'j.\  e  i  eh  sind" 

Beweis.  Ist  R  die  c;egel)ene  Dolerininante ,  R'  die  dureh 
VertauschmiLZ  von  2  parallelen  Reihen  der  Elemente  abgeleitete 
Determinante,  so  enthüll  R'  dicsen)en  Glieder  als  R  mit  enl- 
cegengeselzten  Zeiehcn.  Denn  das  yVnfanirsglied  von  R'  entsteht 
aus  dem  .Xnfangsulied  von  R  dureh  Verlauschuns  von  i  ersten 
oder  i  zweiten  Numern,  konunt  also  in  /{  mit  dem  enlcegen- 
öcsetztcn  Zeichen  vor.  .Mle  andern  (ilieder  von  /{',  welche  ans 
deren  .\nfani;si:lied  dm-ch  eine  ungerade  gerade  Anzahl  \cr- 
lauschungen  von  jedesmal  i  Numern  hervorgehen,  entspringen 
aus  deM\  .\nfangsglied  \on  /{  diiiih  eine  gerade  ungerade)  An- 
zahl solcher  Vertausciumgen.  Mithin  kommen  alle  Glieder  von 
/{'  in  R  mit  den  entgegenLiesctzten  Zeichen  \or,   d.  li.  R'  =  —R  . 

Sind  die  in  2  |)arallelen  Reihen  stehenden  Elemente  ein- 
ander der  Reihe  nach  gleich,  so  wird  diu'ch  Vertauschunu  die- 
ser Reihen  R  in  — !i   \erw;indelt.    das   Svslem    der-  l-Jemente 


*    V.t>DERj|o>nK  I.  c.  p.  518  u.  522.     Lapi.ace  Ilist.  de  1  acad.  de  l'.iiis 
1772,  II  p.  297. 
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l)ltMltl  ;il)('r  bei  diescM' Vorl;iuschun|i  niivn'iiiuliMt.  d.  Ii.  — li  =  l{, 
lol^lic•l^  R  =  0  für  hcliobiiie  Worlhe  der  Kloincnle.   Z.  H. 


1,1  •  •  "1,« 


"l,-.-     "l,l        "l,3     ■     •     "> 

a..n  a..i    a..  j  .  .  «. 


^/i,-;  ^H,i     "«,3   •   •  ^n,n 


=  (-.|)"-> 


a,  „  .  .  a,  „  a, 


a, ,  . .  rt„ ,,  « 


h("  —  0 


,«    "'s,!        


=  (-■1) 


*/j,2  •  •  "H,n  "«,1 


a„ ,    o. 


rt„  „  .     a.,  „  ttj , 

oft,-;   ■  •    f^ii,n  ^11, \ 
«!,•:    ■  •    «I,«    «1,1 

«1,/j  «i,;i-i    ••    «t 


«H,«  ^ii,n—  1  •  •    ««,1 


2,K 


«2,1      «2,2    •  •    «2,»e 
«3,1      «3,2    ■  •    «3,U 


=  0 


;  ««,1    «H,2     •  •    «« 

Uel)erliaupl:  wenn  sowohl  /,  /,-,  /,  .  .  als  auch  r,  s,  t, 
bene  Perniutationen  von  1 ,  2,  .  . ,  ?i  bedeuten,  so  ist 


gcae— 


«A-,r   «A-,«   0/c,f 
Cl,r    «Z,.s    «/,« 


«,-,i   Cr,k   Cr,l 
(is,i    Cs,k   «»,/ 

«7,1   «/,t  a^; 


worin  £  die  positive  oder  negative  Einheil  bedeutet,  je  naclidem 
die  gegebenen  Permutationen  einer  Classe  angehören  oder  nicht. 

5.  Lehrsatz.  Wenn  die  in  einer  Reihe  ste  henden 
Elemente  des  Systems  mit  Ausnahme  eines  einzi- 
gen verschwinden,  so  reducirl  sich  die  Determi- 
nante des  g  e  g  e  1>  0  n  e  n  S  \  s  t  e  m  s  a  u  f  d  a  s  P  r  o  d  u  c  t  d  e  s 
e  r  wähnten  Ele  ments  mit  einer  Determinante  vom 
nächst  niederen  Grade*). 


Beweis.  Ist 


7?  = 


und  unter  den  Elementen 


«1,1      «1,2 


*)  Jacobi  Det.  5. 


fO 


§•  5,  -i 


nur  a,  j^.  von  0  viM'srhuMlon,  so  itihoIio  iiutn  im  tzocrlxMicn  S\- 
slriii  «li<»  /Ir  Zeile  der  l'.lenieiile  zur  ersten  Zeile  und  die  /,le 
C.olonne  /iir  eisleri  (iolonne,  so  d.iss  K  duicli  / — I  -t-[k^\j 
Zeielienw  eclisel  (4)  in 

«i.A-  "...  •  •    ".,/-!    "i,k  +  x    •  •    "i 

<*l.k  «1,1  •   •     "l,fc-I    "l,k+l      •   •      «1,»! 


fR  = 


«i  +  i,A  «1  +  1,1 


'h,.k        c„,x 

üheri^ohl,  wo  £=  — I  '"•"^".  Niicli  der VuiMusselzung  vciscluvin- 
den  die  Glieder  von  eH.  in  welclicn  die  erste  unter  den  zweiten 
.Nuniern  von  k  verschieden  ist.  Dalier  reducirt  sieh  e/?  auf  die 
(ilieder.  welche  aus  dem  Anfauiistilicdc 

"i.k    «1,1    ••    «;i,M 

durch  reiinulaljoii  der  zw  (Mten  Nuniern  I.  2,.../,  —  l./.-J-l // 

nach  Ausschliessunj:  von  k  hervoriiehen ,  d.  i.  auf  die  Glieder 
einer  Determinante  (// — Iten  Grades  [ij  ,  welchen  der  Factor 
«,  ^.  zugesetzt  ist,  also 

«1,1  •  •      «l.X-l     "l.k+X     ■  ■    «1 


tR  =  a.^A- 


«.-1,1 


wiirin  i  die  angegebene  licdcutmiL:  hat. 
Beispiel. 


«1    »2    «1    «» 

6,  6,  6,  6, 
c,  c,  c,  c, 
0    0     rf,  0 

1       '/,    r/j  flj  ' 

0     6,   6,   6, 

0     c,   r,   c, 

0     f/,   f/_,  (I, 


=  -rf. 


6,  6j  fc, 
c,  c,  c, 
</,  r/.,  d. 


«1    «2    O4 

6,   b,  b. 


i 

0 

0 

0 

b 

K 

h 

fc. 

V 

Ci 

Ct 

c. 

fl 

''■ 

(1., 

rfal 

r».    Iiiigekehrl    I'oIl:!.    dass  jede   Determinante   als   Deter- 
minante \(in  einem  hohem  Grade  darizeslellt  werden  kaim.  z.H. 


§ .{.  I 


II 


0    «1,1  •■   «1,« 


u.  s.  \\ .  Die  Elemente 


^    **«  +  ;, »1  +  1     "(i  +  i.i    ••  'hl +1,91 
0    <  «,(  +  1,1    •  ■  ««  +  i,fi 

0  0  fl,  ,        .  .  n,  „ 


0   0 


"H  +  1,1      •  •      "n  +  i,M 

««  +  ■-•,1      ••     «;j  +  -.',w     ««  +  2,;t+i   • 

welche  in  der  Entwickeluns  der  lr«insfornnrlen  Deleiniiiiinilf 
nicht  angetroffen  werden,  können  jeden  beliebigen  Werth  <in- 
iir-luiien,  also  auch  verschwinden. 

7.  Wenn  alle  1-^lemente  vtrschw  inden  ,  welche  auf  einer 
Seite  der  Diagonalreihe  stehen,  so  reducirl  sich  die  Determi- 
nante des  gegebenen  Systems  auf  ihr  .\nfangsglied. 


«1, 

«., 

:   « 

0 

«J, 

.   « 

0 

0 

a 

u.  s.  f.  (5) 


0        0 


§.  3.  Eiit^vickelung  einer  Determinante  nach  den  in  einer 
Reihe  stehenden  Elementen. 

1.  Bestimmung  des  Coefficienten  ajj.,  welchen 
das  Element  f/,^  in  der  Determinante  R  =.S±a,  , . .  a„  ^ 
hat.  Um  die  Glieder  von  /?,  in  denen  a^ ^  vorkommt,  librig  zu 
behalten,  setze  man  die  Elemente  einer  Reihe,  w  eiche  das  Ele- 
ment (ijf^  enthält,  gleich  0  mit  Ausnahme  von  o, /,. .  Setzt  man 
dann  1  an  die  Stelle  von  a,-^.,  so  findet  man  den  gesuchten 
Coefficienten 


i«i,i 


«i,Ä- 


«i.t       «i,A  +  i 


a,_,.A_,  «,-i,X  «j-i.i  +  i 
0  1  0 


'(  +  i,A-i 


i,A   «(  +  i,A  +1 


«»,A--i  ««,A:  ">i,k- 
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§.:?.  I. 


wolohiM"  sich  .ils  l)rlorinin;int('  n — I  t«M)  Tirndos  (l.irslcllcn  liissl 
(§.  2.  ."»'.  Wenn  iii;m  dir  i\r  Zeile  zur  «M'slcu  Zeile  imd  die  Alo 
Coloiuie  /nr  ersliMi  (!oloni\t>  m.ielit .  sit  liudtMi  / — 1  -H  f/i" — I) 
Zeiclieiiw  eclistl  in  a,  j^.  stall  (§.  i,    ii,  foliilieli  ist 

«M  ••    <'>,k-,    "lA  +  i    •  •      "i 


«^;t=  ;-«/•■ 


•i  —  1 ,1 


I    2  .  .  (-1    j+1   .  .  /.•         A+l    .  .  »1  ' 
I    2  .  .  (-1    /         .  .  Zr-I    A+l   .  .  »I 

WtMin  insbesondre  jedes  l^ienuMü  r/^^.  •  verschwindel,  Kir 
welches  /.>/  ist,  so  verschw  indel  «,/,-.  DcMiii  die  Elemente  der 
Diiiiionale  vts'schwinden  zum  Theil,  wiihrend  ;ille  einerseits  der 
Diatjonale  stehenden  Elemente  vcrschw  iiideii. 

Durch  ein  analoges  Verfahren  leitet  man  aus  R  den  Coeffi- 
ei(>nten  al),  welchen  das  Producl  nn-  f/,.  ^  in  R  hat,  indem  man 
I  .111  die  Stelle  von  rt,-^.  i^nd  a^.g  setzt  und  0  an  die  Stelle  dei- 
übrigen  Elemente,  \velche  die  in  a, /;.  und  «,.  ^  sich  schneiden- 
den Reihen  des  Systems  enthalten.  Dieser  Coenicienl  reducirt 
sich  auf  eine  Determinante  ji  —  2  ten  (irades  u.  s.  f. 

2.  Res  t  i  in  in  u  ng  von  «^  j.  d  n  rcli  ex  c  I  i  seh  e  Ver  tau- 
srhung.  Um  aus  /{  eine  dem  absoluten  Werth  nach  gleiche 
Determinante,  deren  Anfangselement  o,jj.  ist,  durch  cxclische 
Vertauschung  alizuleiten,  hat  man  nach  einander  /— I  c\clische 
Vertauschungen  der  Zeilen  und  /r— I  cvclische  Veilauschungen 
der  Colomien  vnrzunehmen,  wodurch 

t-\+k-\    »1-1 
Zeichenwcchsel  einlrcten    §.  I,  .'V  .    Daher  ist  (I) 


«i^=(-'. '"-'"'■"' 


"»./(  +  > 
«i.A  +  i 


«,_,,;  +  ,   .  • 

Rei  Delenniuanlen  n  n  iie  i;i  d  r  u  (iijides  können  di(>  Coefficien- 
len  a,^.  aus  a,  ,  durch  cNclische  \Cri;iusclumg  ohne  Zeichen- 


§•  3,  4. 


I.< 


Wechsel  ;ibt;eleilet  werden.    Zu  reeurrenter  Bildung  der  l)e- 
terniiinuilen  hat  man  deuinacli 


a 

b 

c 

''i 

Cl 

( 

«1 
a.. 

^ 
«'■.. 

r, 
c._. 

=  a     ' 

r._. 

+  a,  1 

1 

-«.. 


6,   c, 


b,  c,   rf, 

</,  C,    (/, 

h  i\  d. 

b    c   d 

=a 

6,  f,  rf. 

-«1 

«»3   ^3    <*3 

+a.. 

b    c    d 

-«3 

6,  c,  d, 

«'s   ^3     ^3 

«/  c   d 

K  '•.  rf. 

f,  c,  d., 

a   b    c   d 

a,  6,   r,  d, 

fl.j  d»«  c-2  d« 

a-s  6j  Cj  dj 

^.  Lehrsatz.  Wenn  «,•  ;^.  d e  n  C  o  e  f f  i  c i e n  t  e  n  d e  s  E  I  e- 
ments  Ujj.  in  der  Determinante  R  bedeutet,  mithin 
ciij;C(;j;  das  Atriiregat  der  Glieder  vonfi,  welche  das 
l'lleinent  a,  y^.  enthalten,  so  haben  die  Summen 


«i.A- 


«.,/i.-  + 


<H,A- 


den  Werth  R  oder  0,  je  nachdem  die  Numciii  /  und  k 
gleich  oder  ungleich  sind*). 

Beweis.  Jedes  Glied  von  R  enthält  je  eines  der  Elemente 

welche  die  /te  Zeile  ausmachen.  Nach  Voraussetzung  ist  a-^  Uf^ 
das  Aggregat  der  Glieder  von  R.  worin  das  Element  a, ,  vor- 
konmit,  u.  s.  w.   Daher 

^  =  «,-,i  «.-,1  +  öi',..  «/,i  +  .  .  +  a,_„  « •  „  . 
Aul"  (icmscibcn  Wege  findet  man  die  Identität 

^  =  "i,i  «i,i  +  02,,-  «■..,,■  +  .  ■  +  a„,i  ««,,•  . 
Setzt  man  hierin 

«1,1  =  «A,i .  öl,.  =  öX-,2 .  •  •    oder  a,  j  =  a^^^,  a.,i  =  a,  i-,  . . 
SO  erhält  man  Sununen,  welche  den  Determinanten  von  Syste- 
men gleichgelten,  worin  die  Elemente  einer  Reihe  den  Elemen- 
ten einer  parallelen  Reihe  einzeln  gleich  sind.    Diese  Determi- 
nanten verschwinden  identisch  (§.  2,  4). 

4^  Um  eine  Determinante  mit  einem  Factor  zu  multipliii- 
ren,  hat  man  alle  Elemente  einer  Reihe  mit  demselben  zu  nud- 
tipliciren.  Den  gemeinschaftlichen  Factor  aller  Elemenle  einer 
Reihe  kann  man  vor  die  Determinante  setzen.   Z.B. 


*)  Ckamer  I.e.  Caichy  I.e.  p.66.  J.^coin  Det.  6.  Die  aus  diesem  Satze 
für  n  =  3  enlspriiigenden  Idenlitiiten  finden  sich  bei  Laorange  sur  les 
pyi-.  7  Mi-in.  de  l'acad.  ile  Berlin  1773,. 


u 


§.:{,  .4. 


I  «     ^     (     I        \  pa    b    r    \         pa    pb    pr    I 
;)    (j,    /;,    «•,      =  I  pu^    /;,     (',  j  =        «,      /*,       c,  I  . 

I  "i   **«   ''»   I         I  P"i  ''ü    ''a  I  "-•      ^i       *-'»  I 

Di«'s   oriiit'lil   sich,     wenn    die   DckTiiiiiiaiiti'    imlri'    der    Form 
(/a-t-(/,a, -»-</.,«.>  «»(ItM-  tiu-k-l ),-}-{-(■■/  Noiucsit'lll  wird.   I'crnci'  ist 


=a 


a    b 

a    ^    (' 

a    6,   c, 

a  fc,  f, 
o  i  (•  I 
a    t    c,    =06 


-a     b    I 

-"i    '^1  t 

1  b     c 

i  b,   c, 

1  b.,  c, 

1  <    r    I 

1  1    r,     =0 

1  1     c,\ 


Wenn  die  Elemente  einer  Colonne  ;Zeile)  des  Systems  sich  zu 
einander  vcihiilton,  wie  die  Elemente  einer  jmdei'n  C(tli)nne 
(Zeiley,  so  ver.schw  indet  die  l)('l(iiiiiii;inlf  idciilistli. 

5.  Sind  alle  Elemente  einer  Reihe  Atriiresiate  von  m  Glie- 
dern, sü  liissl  sich  die  Determinante  in  das  Attpreeal  von  jn  De- 
terniinanlen  auflösen.   Wenn 

",,.  =  Pi+  Qi+  r,+  .. 

«,,i  =  P-.+  fJ'+  r.+  •• 


so  ist 


/<  =      «,,.  «1,1   +  ",-,■:  "{.: 

=        Pi  «,,.  +  Pz  «i,: 

+  7.  «,.1  +  'Ji  «i. 

+    ;•,  «,  ,    +  )■.,  ((: 


", 


P„    «i,n 


Die  einzelnen  Determinanten,   in  welche  /i  sich  zerlegen  liissl, 
enlspriiiLien  ans  H.  indem  an  di^  Stelle  der  Elemente 

"..1       «,,■:       •     •       ".,« 

«lie  (ilieder  <lel>ellien 

i'l       Pi       ■     ■      Pn 

7i     7j     •    •     'J„ 

r,      r,     .   .     r„ 

u.  s.  w  .  der  Heilie  nach  _::esctzl  werden.    Z.  H. 

(/   +    (/'      (l^      H.,  \  '  n      «I     (l,j 

I  b  +  b'    6,     6j    =    />    «/,    fc.^ 
'■  +  c'    (■      (■   ,       I  c    r,    c. 


a' 

a^ 

«, 

fc' 

l*, 

/., 

c' 

c. 

C-z 

§.  3,  0. 


1!) 


_6.  Der  Woiili  einor  DoUM'ininonlo  wird  nicht  vorändcrt, 
wenn  man  zu  den  Kleinenlen  einer  Heilie  die  mit  einem  hclie- 
l>iü,en  iiemeinsL'liaftlichen  Factor  mullipliciilcii  lllfinciiic  cjncr 
pai'allelen  Reihe  addirf") 

a  +b  p  b  c 
a,+b,p  b,  (\ 
a..  +  b..p     b.,    c, 

(vergl.  ;{.  u.  i.),  wovon  die  zweite  Determinante  identisch  ver- 
schwindet (§.  2,  4). 


a    b 

c 

b     b 

c 

= 

o,  b, 

fx 

+P 

b,    b, 

^x 

a.,  b.. 

C, 

b,   b. 

c-. 

Beispiele. 


X  —<i    y  —b'^ 
^1  — "    2/i-^! 


[1a;      y    \ 

=  :  1      ,-r,     1/,  j 

I  I     X.,     1/,  I 

]     a      b    \ 

\     x     y    ^    ivert;!.  ij.  2,  6.' 
<     ^i     2/i  I 
4 

0    —2 
0        0        2 
0        0        0—1 


=  16  . 


1     X  —a    y  —b 
\     x^-n    y^-b 
1     x.y  —  a     I/o  —  h 
1     n    —a    b  —b  \ 
1     a;  —a    y  —b  i  = 
1    x^-a    y^-b\ 

1111 

1—1—1        1 

I    -  I        1—1 

1        1-1—1 

Muitiplicirl  man  in  der  Determinante 

b,      6,      ..  b„ 


die  ;/!+l)te  Colonne  mit  ö„_,  und  subtraliirt  daim  von  dieser 
Colonne  die  mit  6„  multiplicirte  vorhergehende  Colonne :  trans- 
formirt  man  auf  dieselbe  Weise  diente,  (n— l)te,  ..  Colonne, 
so  findet  man 


Sb^b^    ..   6„_,  = 

und  daher 

Sb,  ..  &,_,  = 


b,,  _  ,  b„     -  b„  b„  _  , 


*)   Jacobi  Grelle  .1.  22  p.  371. 
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§.  ;{.  (; 


Uic  Uclci  iiiiii.int<' 

tt  b  V  d 
b  a  d  c 
c  d  a  b 
</     (•     b     u 

isl  durch  a-hh-hc-i-iL  (i  —  b—r+il,  a  —  h-hr—<l.  a-hb—r—d 
llifillt.ii".  .ilsü  ;iiU'li  (liirtli  iliis  IMtuIiicl  dii'scr  l";ul(iit'ii.  hci' 
(^Uiulit'iil  i.st   I  . 

Die  iK'U'riiiinante 

ax    +  by    +  cz     b     c    I 
a'x   +  b'y   +  c'z     b'    c' 
a"x  +  b"y  +  <"z   b"  c"  I 
verschwindet,  wenn  .r.  y.  r  nicht  vcrschw  inih'nde  Werthc  h.i- 
ben,  für  weUhe  zugleich 

ax  +  by  +  cz  =  u 
a'x  +  b'y  •+■  c'z  =  0 
a"x  +  b"y  +  ("3  =  0  . 

7.    Wenn  ni;in 

b  \         b{b-i)  ..   [b-k+i] 


setzt,   so  isl 


a 

b 

c 

i 

a' 

b' 

c' 

~   X 

a' 

b" 

c" 

)<  1.2 


ft  = 


=  1 


'CT)  m-r:") 

Denn  zufdlL'e  ih-r  hh-ntiliil 

(T)  -  CT  0  =  (xr) 

erhiilt  iii:mi  n;ich  VcrniincU'nniL;  j('(h'r  Zeih'  um  (he  vorliei'tiehcnde 

'  cv")  rr)  -^  c*::-') 


/»  = 


CT)  -CT:') 


§.  :{,  9. 
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Vollzieht  man  diosolbe  Operation  an  den  letzten  m — I,  m  —  2, .. 
Zeilen,  so  werden  alle  Klenienle  der  T)iai;onaIe  I,  während  alle 
Mlenienle  einerscMts  der  Diagonale  \  erseliw  inden.  Daher  ist 
/{ =  1 ,  unabhaniiiij;  xon  c  und  ///. 

8.   Multiplicirt  man  in  der  Delerminanh^  (die  leeren  Stellen 
des  Systems  enthalten  verschwindende  l'^lemente) 

«0  ^1 

rt,  -b^         b., 


B  = 


-b., 


-b. 


6,j,   luid  addirt  dann 


die  Zeilen  der  Reihe  naeh  mit  b^^,  h^, 
zu  jeder  Zeile  die  folgenden  Zeilen,  so  erhält  man  eine  Deter- 
minante, die  sich  auf  ihr  Anfangsglied  reducirt,  nämlich 

B  b„b,  ..b,^  =  [-])"  {a,b,+  . .  +  a„b„)  b,b, .  b^b.,   .  b,,_,b„  . 
Daher  ist 

B  =  ;-1,"  U(„b„  +  ..  +  aj>„:  b,b,  .  .  b„_,  *). 

_9.  Wenn  die  Elemente  cijj.  und  Oj,  ^  gleich  sind,  und  jedes 
in  der  Diagonale  stehende  Element  cij^  der  Sunune  der  mil  ihm 
in  einer  Reihe  stehenden  Elemente  entgegengesetzt  gleich  isl, 
so  verschwindet  die  Determinante  —  ±»^Y-.  .a„„,  und  alle 
Elemente  haben  in  der  Determinante  gleiche  Coefficienten'**). 
'   Beweis.  Alle  Elemente  einer  Zeile  von 


verschwinden  zufolge  der  Voraussetzung ,  wenn  man  zu  der- 
selben Zeile  alle  übrigen  Zeilen  des  Systems  addirl.  Also  ver- 
schwindet die  Determinante. 

Wenn  man  in  dem  Coefficienten  von  a,, 
a,  ,    .  .  a. 


'0,0 


*)  Hermite  Liouv.  J.  14  p.  26. 
**)   BoRCHARDT  Beil.  Monatsbericht  1859  p.  380  und  Grelle  J.  57  p.  1U. 

Ballzer,  Determ.    2.  Aufl.  2 


48 


§•  :5.  !>■ 


zur  MiMi  Zcili'   (li(>   üliii^fii  /tili'M  .iddirl.    so  kdimiu'ii  in  die  lic 
/i>il«>  liii«  IJfiiif Ute 

-    ",..1  -    "o.-2  ■        ■  —   ««.«      • 

Addiii  m.iM  min  znr  /itt'n  (lolonni*  die  illH-iizcn  (lolnnnon,  so  (M*- 
hiilt  niiin  in  der  hicu  (lolonno  dir  IJcnicnlc 

—  ".,0        •      •         -«,-..«       "o...        -"n-1,0         •      •         —"„.<,     ■ 

lnd<Mii   man  nofli  die   tr;instiii"iiiirli'ii  UriluMi  \  iHMnsIclll  .    liiuhM 
ni.in 

0,0  •     •       "o,A  — I       "d.K  +  i      ■     ■      "o,H 


«„„  =  (-1  ' 


+  A 


'1  —  1. 


=  ",\k 


Ü».    I>it'  ;ius  'in^r^Ä-Gvössen   szobildete  üelerniinante  »ten 

(inidcs 

a„  o,    .   .    a„_, 

«,  '(..    .   .    "„ 

P  = 

a„-x     "n    ■        «■.•«-•. 
Idi'ihl  unviTiiiidcrt .   wenn  ;ni  die  Stelle  der  Grössen  die  An- 
fjuiiistilieder  iliici-  DilTcren/en-Ueilien  i^esetzl  werden*). 

Beweis.   Man  l»ilde  aus  der  Ucilie  dei-  yeizebenen  Grössen 
die  Heilien   ihrer  ersten,    zweiten.   .  .  DilVeicnzen .    iiidcui   man 
jedes  (ilied  n  on  dem  foliienden  sul»lraliirt  : 
a„        «,        a.^       «,        ((, 

-A         -^.       -f.:       •^3 
■  /:.         -  ^> 

Suldraliiil   m.in   nun  in  /'  \(in  der  «ten.    ii  —  Iten,  ..  Colonne 
die  jedesmal  Mirlicriiclicndc.  s<i  erhiilt  man 


*)  H.  Hankel  über  eine  bcsotHtrc  Classe  der  syiiimelii.sclien  Deter- 
minanlen.  Göttinnen  1«61.  Dos  .System  n,  ,  .  .  a„  „  ticissl  sy  in  in  et  riscli, 
wenn  a,  jt  =  a;r. , .  Das  obi>:c  bcsundre  .System  ist  von  Syi.vkstkr  persym- 
dtelrisch,  von  Ha>'KEL  or  lliosy  m  in  elri  scii  i^enaniil  worden. 


§.  :5,  10. 
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P  = 


•/.,.-: 


"«  —  l       ^  '  1  ,H  —  i       •     •      ■  '  1  ,:ii  —  :; 

ItidtMii  in.in  (licsclhc  Operation  wicdorholt  ;im  den  iiciicn  Colon- 
iicii  \()ll/,i('lit.  tiiulcl  lunn 

■/,  -/..  .  .   ./„_ 


P  = 


^/.,, 


')l  —  1  ,W  —  1 


a  A  1  1 

"II  — i     ^'i,n  —  i     -'•-•,«  —  1     •    •    -')i 

Fiilirl  iii;in  dio  nnpoizebene  Reihe  von  Operationen  ancli  an  den 
Zeilen  i]i^v  /iilclzl  iiefundenen  T)et(M  iniiianlc  aus,  so  crliiill  nian 

J,       ^/..         .  .    .1.. 


P  = 


/,         J.,       /1, 


was  7.U  l)e\veisen  war. 

Ist  insbesondre  aj^  eine  ganze  Function  ??Uen(irades  von  k, 
so  l)ilden  wie  ])ekannt  die  Grössen  «(,,  a^,  a^,  ..  eine  arilii- 
nielisclie  Progression  wter  Ordnung,  und  die  Glieder  ihrer  mten 
Differenzen -Reilie  haben  den  gemeinseliafl liehen  Werth  zi„j 
=  1.2...???,  weshalb  ^„i  +  , ,  ^,ii+->  •  •  •  verschwinden.  Wenn 
nun  n  —  I  =  m,  so  wird  (§.  2,  7 

m(iii  +  i) 

P  =  (-1)      ~'       ;i .  2  ..  .mY"-*-' 
wiilirend  P  verschwindet,   wenn  n  —  1  <  ??;  .    bi  beiden  l'ällen 
köiuien  statt  der  Grössen  a^.  a^ ,   a^,  ••  auch  die  Grössen  a^, 
«/+,,  <^'/+2)  •  ■  gesetzt  werden. 

Wenn  z.B.  c  eine  beliebige  Zahl  ist  und 


so  hat  man 


/'  = 


c  +  k+m\  _  {c+k+m]{c+k+m—i)  . .  (c+fc+l) 
1.2...  m 


c  +  m 


'•4-W+  1 


t  +  am 
m 


r  +  'Ivi 
m 


c+Sm 


}ii(iii  •»- \) 


=  i-V. 


Weitere  Anwendungen  enthält  die  angeführte  Abhanillung. 

2* 


iO 


S.  •■].   II 


lU'iio  Di'trrmiii.iiilcn  iiMcilt'l .  iiiiinlith  /,,.  .ins  li  lijuliiicli .  ditss 
null)  tut'  i\c  Coloniif  NtiM  /{  liiirtli  (üf  /.tt«  ndm  N  iTSfl/t,  imtl  (/,/. 
;nis  S  il.i(liirili ,  tl.iss  ni;n»  tlii'  i\v  Citldunt^  vdu  S  tiurtli  tue  lAv. 
Cnjoiii)«-  \(»i\  li  t'i>t'l/.l.  s(i  ii;il  die  Suinnif 

iltMi  ^^■.•I•lll  US  oder  0.  jf  n.iclitlfni  /=/.  otit-r  nitlil  '  . 

Beweis.     Ho/rirlnifl    iii.iii  tut'  (It)of(ifit'iil('n  tlt-r  liliMm-nli' 
a,J^  uiul  bif;  in  U  und  N  dnitli  «, /,.  und  jiji;.  so  hat  nwm  (3) 
'i,i  =  ''1,1   "i.r  +   •  •  +  '',j,i   '(,i,i 


i>.. .,  ((. 


foli:lioh 


'.,1     ßn,\    +       ■    +   ',,«    ß,>,n   =   f^n,i   ^ 


ft^llilifh 


=  «l./l-  «1,,  +  •  •  +  «„,Jt  «„.,•  'S  • 

Nun  ist  a,  ;.  .,^,  ,  -h  .  .  4-  «„j;  /:?„,,  =  '/,,a-.    >'.  s.  w. 

Beispiele.   Schreihl  man  zur  Abkiir/.uni: 

{abj  [ahc]  {abcdj  .    .    . 

slatl 

\  a     b     c 
a,    <;,    c,  j 


a     b 
a,    6, 


a  b  c  (l 

«,  ^.  Ci  ''l 

«.j  i».j  r..  rf.^ 

«3  '^3  ("3  rfs 


so  crliiill  man 

(ic;(ad)  +  [ca){hd]  +  (06,  [rrfj  =  0 

{bcd,  [aef,  —  (cda;  [bef]  +  [dab;  [ref]  —  [abc]  [def)  =  0 

[bcde)[afghi  +  {cdea]  [bfgh,  +  {deab)cfgh, 

+  'eabc){dfgh)  +  (abcd)[efgh)  =  0      u.  s.  w. 


•)  Dieser  Salz  ist  in  ciuciii  allt,'ctncinen  Salz  entliallen,  der  von  Syl- 
vester 's.  unlcn  §.  t,  10  herrührt.  Den  hier  niilficlheillen  Beweis  hat 
IJhioschi  Det.  39  f:c|;('l)cn.  Die  einfachsten  Falle  des  Salzes  kommen  bei 
Bezoi  r  t-qual.  alfit-hr.  1779  §.  220,  vor.  Die  enlsprechenden  fieomelrischen 
Salze  verfl.  uiilen  §.  15)  hat  Monol  1X09  ahf^eleitel  Journ  de  l'cc.  polyl. 
Cah.  15  p.  68;  und  auT  aiulerm  Weye  Mumis  ,baryc.  Calc.  §.  166  u.  171,. 


§.  3,  13. 
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12^  Best  ininiiing  von  Of,/,.  durch  Difforent  iat  ion. 
Wenn  die  Elemente  des  Systems  von  einander  un;d)li;in!^ii! 
sind,  so  kommt  bei  der  DiiTerentintion  von  /{  I  in  HezuL'  iiul' 
(ijl^  nur  das  Agcreiiat  o,-^.  «,;;.  in  Heti'aclit.  Nun  ist  Ujj.  von  üjj. 
unabhänuig,  folglich 


Der  Coefficienl  von  0,7;.  in  R  kann  demnach  durch  den  partiellen 

Differentialquotienten 

du 

ausgedrückt  werden. 

Der  Coefficient  von  a,/^.  a^^  in  R  erscheint  als  Coefficient 
von  Qyg  in  a,^.  und  kann  demnach  durch  Differentiation  von  a^}. 
nach  a,.^  gefunden,  mithin  durch 

öflii  da,.,, 
ausgedrückt  werden.    Aus  diesem  Coefficienten  lässt  sich  der 
Coefficient  von  a^j.  a^^  in  R  ableiten,    wenn  man  /  und  r,  d.  h. 
die  üe  Zeile  des  gegebenen  Systems  mit  der  rten  vertauscht. 
Dabei  erleidet  R  einen  Zeichenwechsel ,   also  ist  der  gesuchte 

Coefficient 

b'B       _  _       b-R 
öa,-fe  öa,\,   ~         '^Oii,  ort,.. 
Analog  lässt  sich  der  Coefficient  von  0,7V  a^g  a^,,  in  R  be- 
stimmen.   Man   findet   dabei  Relationen   zwischen  den  dritten 
partialen  Differentialquotieriteu  von  R  u.  s.  w. 

13.  Sind  die  Elemente  des  Systems,  welche  dieselben 
Numern  in  umgekehrter  Ordnung  haben,  z.  B.  a^j^  und  a^,-,  von 
einander  abhängig,  so  sind  auch  die  Determinanten  wten  Grades 


P  = 


(^i,r      ^i,s      ^i,t 
öi-,j-     «X,.j     ^k,t 

('i,r    a?,.»     a,^f 


und  Q  = 


«r.i  '^r,k  Cr,l 
«*,i  «*,Ä  ««,/ 
«/,.•      0<,it      «^/ 


deren  eine  aus  der  andern  dadurch  entsteht ,  dass  die  Reihe 
der  ersten  Numern  mit  der  Reihe  der  zweiten  Numern  ver- 
tauscht wird,  von  einander  abhängig. 


*)  Jacobi  Det.  6. 
**)  Jacobi  Det.  10. 


I.  Wenn  insIx^sondiM'c  (if.j  =  co,/,-,  \\ol)oi  £  (MiI\\(mI<'I'  I 
oder  — I  I>imI(MiI(M  ,  1111(1  in  dem  zwoilcn  l-';ilU>  dir  I^lcMiuMilr 
(j|i,  (I.,., .  .  .  ;ds  \  (Tscliw  iiidnid  \  oiMusizcsclzl  werden,  S(»  erliidl 
lu.'iii  diiich  .Midliplif.itioii  jcdiM'  (Idloiinc  iiiil  € 

't,i    ■    I  ",,,     ";■,/.     ";■,/ 

"r,A      «.».A      "t.k 


t«'P=    < 


"/•,/       ".v7        "/./ 


«,»,.•    «v.A    "^,; 
«M-    »t.k    «^7 


=  0 


1>(  di(>  Hcilio  r.s.l,..  eine  P(>nmil.ili(ii»  d(M-  Ueilu'  i\l{J,  .  . 
und  £= — I . //(  nnLiciMdc,  so  isl  Q  nirlil  niu'  = /^  (§.  2,  4),  son- 
dern iuicli  =  —  /'.  d.  Ii.  die  Deleiinin. inte  veiseli\\ind(>l  idcn- 
tiseh. 

II.  Wenn  die  l'.leinenle  der  I)i;ii:on;ile  a,,.  a.^.,,  .  .  real,  die 
andern  aber  coniidex  nnd  paai'weise  cijj.  und  af.,-  cnnjuiiirt  sind, 
so  hat  die  Delerniinante  /{=— itr/,,  . .  f/„„  einen  realen  \Verth  '  i, 
während  die  l'Jenienle  ftjj.  nnd  r/y;.,-  in  /{  eonjuiiirte  eoinplexe 
CoeffieicMiten  ajj.  nnd  «/,.,  besii/en. 

Verlauscht  niannän)lieli  in  den  eoin])]e\en  Ideinenten  V^\ 
mit  — y  — I,  so  gehl  «y/^  in  a/,.,  über,  und  die  Zeilen  des  gege- 
benen Systems  werden  dieColonnen  des  neuen  Systems.  Dem- 
nacii  bleibt  die  Determinante  R  unverändert  (§.2,  3),  also  kann 
sie  nicht  complex  sein.  Dagegen  geht  an-  in  aj.j  über,  so  dass 
beide  eonjugirt  coniplexe  Werlhe  haben. 

14.  W'emi  U  wie  ol»en  die  Delerniinanle  2±(l^^.  .  a„„  nnd 
ajj.  den  (ioellieienten  \on  Ojj.  in  /{  bedeutet,  so  ist  nnlei'  dei' 
Voraussetzung  a/^.,-  =  a,^. 

I     oft    '•;  ?tl{ 


(t.i  =  «z ,  = 


ä   fsd. 


ön: 


Dagegen  ist  unter  dei-  Voraussetzung  rt^/ =  —  ",■/,-  und  a,- 


<!::=   0 


d.  Ii.  bei  ueradem  n 


ccki 


__        _    '     ^" 


((.:■  =  0 


und  l»ei  ungeradem  n 

/<  =  0  •  •  •     ,  «,./.  =  ,cf^..  . 

•)   ÜEHMiTK  Coniptes  rcruiiis  'i1  p.  18).    Ciellc  ,1.  5i  |).  iO. 
••)  JAConi  Grelle  J.  12  p.  20. 
*•*     Jacohi  Grelle  .1.  i  \>.  354. 


§.;j,  lö. 
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Beweis.    Die  ül)er  /{  und  a,-^.  iiufiiostelllen  HolumpluuLicn 
foliii'ii   aus  den   im  vorii^on  Arlikel    iziofundcnen  liigensiludlcn 
von  P  und  Q  (veri;!.  I).    Ferner  ist  weiien  des  Zusammenhaniis 
zwischen  den  coi  rcspoudiicnden  l'^lenienten  (ijj-  und  (i/^.^  (12) 
du  d(t/a 


'</,, 


=  "ik  +  f"/.i 


Nach  der  ersten  Voraussetzung  ist  al)er  ö^.- =  «,;, ;  folglich 


=  2« 


/,  ■ 


Gemäss   der   /.weilen  Voraussetzung    und    liei    geradem    /(    ist 


=    (C;,,  —   «;.,■ 


dfl; 


dn 


l.st. 


Bei  unseradem  n  verschwindet  <. —  identisch,    wie  /{  se 

und  die  Gleichuns; 

^  dR 

ÖQjJ; 

giebt  das  l)ereits  erlialtene  Resultat  ajj.  =  aj;i. 

15.  Differential  einer  Determinante.  Wenn  alle 
Elemente  des  Systems  als  von  einander  unabhängige  Variable 
betrachtet  werden,  so  ist  vermöge  der  Gleichung  (1 2) 

dR 

das  vollständige  Differential 

(IR  =  >-  «,A-  dciu-  ♦) 

i.k 

eine  Summe,   deren  Glieder  man  aus  ajj.daij^  ableitet,   indem 
man  für  /  und  k  alle  Numern  von  I  bis  n  setzt. 

u     iL      c      0 


Beispiele. 


/{  =  2-±a,,   ..  a,,  = 


0      a      iO     c 

b     2c      d      0 
0      6      2r     rf 


dR        dR  da,,         dR  da.,., 
da      da,,    da        öa.,..   da 

dR  _    dR  da,.,         dR  öa.,,         dR  da^,        ^-(^^  ^«4? 
Ö6~  ~  öö^   Ö6    "^  öflSjj   06' "*"  öfl^i    db         da^,    db 

=  2«,.,  +  -2«,,3  +  «3,  +  «^., 


J.icOBi  Det.  (3. 


§.  ;j,  i.i. 


-5—   =   f(,,  +  «.,  -f-  in^.  +  i«,, 
Of 


.V/ 


=  «,,  +  « 


.\  ^^     11  • 


Sind  //, .  7.,,  ...  i/,i  l'unctiiuicn  \  on  .;•,  lic/ciclmct  111, m  (Ini 
/.1(Mi  I)infriM)li.il(|U(»li('n(<Mi  \nii  ijj  (liircli  //,;,..  Iiildcl  die  Dclcr- 
iuin;ml(>  n[cn  (Jr;ulos 


fl  = 


y«.„-. 


und  l)r7.(>iclinc't  mit  »,/,.  den  Coofllcicnlon  von  y,;^  in  /f,j ,    .so  lial 
luiin  n;i(li  i\c\'  iuirLio.stellten  Formel 


(IR 


rf!/,/t    _  ^. 


"j;         I.* 


Die  Summe  (3) 

Vi,k  y^^  +  >  +  'h,k  j/...y;  +  ,  +  ••  +  »?„,/!  y„.k-^-^ 
versehwindet  für  jedes  /,  unter  n—\.  folglich  bleibt 


Sind  t^,  ^2-  •  •'  'h  ^'^'^  einonder  unnl^hängia,  und 


R.,  = 


1    t,  ^-• 

t      /.,    /,-' 


so  findet  m.in 


0 

1 

^'. 

bR„ 
-dl,    - 

t 
1 

'2 

1    0 

1 

^' 

{«-!<," 
/.."-' 


I 


ri-1    r 


0      1      2r„ 


1      <„      r„- 
=    -1  "-'  .  1  .  i  ..  »-I   /? 


•1   Abel  Crfli.' J    i  y,    ii     M  vi  v^tkn  CroHe  J.  3'J  p.  9t , 


§.  :].  17.  25 

Kl)onso  orgiel)t  sich 

r  i„  f  i,,^  -  tj'  t„'  .  .  'n-\  <„" - -^ ft„  - 1„" - '  r (t„) 

16.  Bezeichnet  man  die  Determinante  .5'±'/,  ,  ..  a„  „ 
durch  R,  und  den  Coeriicieaten  des  Eh^ncnls  «,  j.  in  U  durch 
a,-  j^ ,  so  giel)t  die  1> n t w  i c k e  I  u n  g  der  D e t c r  nii n a n l  c 
(nH-  I   ten  Grades 

S  =  ^±  rt„,o   «1,1    •  •    ««,« 

nach  den  Elementen,  welche  mit  r/^^^j  in  derselben 
Zeile  und  Colonne  stehn: 

5  =  a„,o  li  —  ^  «,>  "<,,k  «i./i  ".  ■ 

Die  (ilicder  der  Summe  werden  dargestellt,  indem  man  für  i 
und  /i  alle  Numern  bis  /i  ausser  0  setzt. 

Beweis.  Die  Glieder  der  Determinante  S  enthalten  ent- 
weder das  Eleuient  a^^,  oder  das  Product  eines  der  Elemente 
a,  (,,  «2  0,  •  •  mit  einem  der  Elemente  a^  j ,  a^^^.  . .  z.  B.  a,^,  «^,^.. 
Das  Aggregat  der  Glieder  von  S,  in  denen  a^o  vorkommt,  ist 
So^  '0-  ^^^  Cocfficient  des  Products  a,^  aj,^.  in  S  ist  dem 
Coefficienten  von  a^o  Oj/^.  in  S  entgegengesetzt  gleich  (12),  mit- 
hin dem  Coefficienten  von  cifj.  in  B  entgegengesetzt  gleich. 
Daher  ist  —ajj.  der  (]oefficient  von  Ujq  Uqj^  in  S. 

Beispiel. 


=  a  —  hh'  —  cc'  —  dd' 


17.    Ist  das  System  der  Elemente  synimetrisch,   so  dass 
a^. ,  =  Ujj^  und  folglich  «;;.,•  =  a,;^  (13),  so  sind  die  Glieder  der 


a 

h 

(• 

d 

b' 

1 

0 

0 

c' 

0 

i 

0 

d' 

0 

0 

1 

*;   C.iucHY  J.  de  Tee.  polyt.  Cah.  17  p.  69. 


§.  :?.  17. 


Summo  (IC»  ,    wolrlic  ;ms   zwri   \  tM'scliit'dt'ntMi  WiMtlicn   \nn   / 
ui\(l  /.■  «Milspriiiiirii.  rinandcr  i^leitli. 
Beispiele. 

I  6^1     „I      /,,_,  {  =  aa^ll.  —  «'',,.•  -  ((,''„./  -  "/'„,'  +  il\J>„J>r-  ■ 
\  b,,     l;,     <i,     i 

j    "  ''o,        ^'o--       ''«J 

b,„        //,,        (J,  /».,, 

!     *<,3         ''U         ''-.-J         «3 

=    n    '7,f7.rt,  —  0,^.,'-—  «■..'',3'—  "i^|j'+  *''l-.''l3''-.'3^ 
+  it'.A^  «3^.:  -  ''n'';     +  -''  ' ''  '  "  ''-  "  ^lAa'  +  ib.,J'...'c,J>,,  -  b,J>,: 

Insbosonden?  i.st 

0     «     // 

«      0      r 
b      c     a 
■  0     «     ^     <•    ! 
a      0      c,     6, 
6       <\     0       a, 
<•      /<,     a,     0     i 

=  _    y'„(i,  +  \  hb^  +  Vcci){—Vaa[  +  y'hb^  +  K'tr,; 
X    '  "",  —   y  bb^  +  V  ix^):Vaa^  +   I  hb^  —   V  ir, 
10       1       \       \ 
!   1       0       <•      /( 
1(0« 
\       h      (t       'i 
=  _    \  II  -\-  y'b  +  yr    —  y^a  +  ]  b  +  \'r  '  y'n  —  y  Ij  +  y^c,  'y^a+  J/6—  y'c] 


=  iabc 


=  (/■«,-+  b'-b^-+  ('v,'-—  iaa^bb^  —  i«rt,«-,  —  ibb^cc^ 
=    'ja,  +  6t,  —  (■(•,!'■  —  h<la^bh^ 


—  ({-  4-  //-  -4-  [■'■'  —  idb  —  iac  —  ibc 
=    (i  +  l)  —  '•  '  —  'tdb 


§.  4.  Zerlegung  einer  Determinante  nach  iiartialen 
Detonninanlen. 

l.    Wenn  ni.in    ;iiis   (I<mii   gegebenen  S\.siom   \on  «^  l'Jc- 
incnlen 


"ni       •     ■       ";iH 


§. '..  I 
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beliol)ii;  m  ZimUmi  juiswühlt.  dci-cn  \iiiii(M-n  (liii-cli  f.i/.h.  .  .  Iio- 
zf'iclinet  wci'ilen.  und  \nu  diesen  Zeilen  //Mlolfumen  l»eli;dl, 
deren  Niiniern  /,  s, /,  .  .  sind,  so  lieisst  die  Delerniiiiiinle  //den 
Grades 


P  = 


•''fr     ^^fs 


Uj-f 


eine  pjirliale  De  l  (miu  ina  nt  e  '    des  ueizeltenen  S\slenis. 

Die  pailiah^Detei'niinante  P  n)üUiplieii-l  mit  eiiicni  lit-sliinin- 
ten  Cooflicienlen  O  ist  das  Aggreual  der  (iliedei'  \(in 

«  =  -r±«„  .  .  «,„, 
welelie  daduinh  (Mitstelin,  dass  man  S()\\old  die  ///  Numern 
/, _ry,  /j,  .  . ,  als  auch  die  übrigen  n  —  //jXuniern  (K'rlieilie  I,  2,..,  ?! 
unler  einander  auf  alle  Arten  verlauseht.  oder  dadurch,  dass 
man  nur  die  Numern  r,  5,  f,  . .  und  die  übrigen  verlauscht.  Da- 
her ist  der  Coefficient  Q,  welchen  P  in  /{  liat,  eine  partiale  De- 
terminante {n — m)len  Grades,  welche  sich  wie  folgt  angeben 
liisst.   Sind 

f,  9,  h,  .  .  ,   <f,x,  if;  .. 
r,  s,  t,  .  .  ,  o,  a,  T,  .  . 

so  ist 


Permutalionen  von  1,2, 


,?i 


a,/o  «V 


=  tH 


—  —  "//•  '^gs  C'ht   ■  •    "■'/(/  "/a  "i/T 

wol)ei  £  den  \Verlh  I  oder  — I  hat,  je  nachdem  die  IV^iinula- 
tionen  in  eine  Classe  gehören  oder  nicht  (§.  2,  4  .  Nun  hat  P  in 
sH  densell)en  Coefficienten,  als  das  Product  cif,.  a^^  a^; . .  ,  folg- 
lich ist 

fQ  =  Z±a,f„,ayga,f.j.  ... 

Die  Determinanlo  R  geht  in  Q  über,  wenn  die  Klemenle 
üfy,  ügg,  af^^.  .  .  den  Werlh  I  erhalten,  während  die  Tiltrigen  I-lle- 
mente,  welche  mit  den  genannten  je  in  einer  Zeile  oder  in  einer 
Colonne  stehn,  verschwinden^"  . 


*)  Jacobi  Cri'llc  J.  27  p.  20G.  30  p.  136.  Von  gleicher  Bedeultini,'  ist 
Det.  d'un  Systeme  derive  bei  Caichy  J.  de  l'ec.  polyt.  Cuh.  17 
p.  96,  Minor  determinant  bei  den  englischen,  U  n  t  er  d  e  t  erm  i- 
nante    Subdeterininanle    bei  den  deutschen  Mathemalikern. 

**    Daher  heissen    die  partialen   Determinanten  P  und   (;•  c  o  m  p  I  e- 
m  e  n  t  a  r  bei  Caichy  I.  c. 


?s 


§.  i.  1. 


l'ntcr  (Irr  Vorinissclziini:  von  (Mu.intlci'  uM;il)li;iii;-:iL:(M'  l'.lc- 
ninili«  li;it  in;m    v^.  •{,   I  i) 

)  _  ^'"K 

^n„.  da,,,  ^n,,,  . 

2.  Hildcl  iii.in  (li(>  (looflicicnlon .  wrlclic  a^ ,- .  (irr  Of.„  , 
(iff  (i„n  "h/i---  '"  ''''  l*''l»'ii"i'i'iiit('  li  li.iltcu.  lind  Ix'zciclincl 
ni.in  die  NWmMIic.  wciclic  />'  und  diese  |).iili;dcn  Dcicniiiii.iiilt'n 
anncliiiuMi .  wenn  iillc  IJeiiiciitc  der  l)i;ii:on;il('  (»,,,  a.^^,  .  .  ,  (i„„ 
(hu'ch  Nullen  orsolzl  worden,  durch  />,  Dr,  Dr„,  /)/-„^ ,  .  . ,  so 
li;it  iii.in 

/{=/)  +  2r  äff  Df  +  -T  Off  Oj,^  Dfy+..+  a^,  a.,.,  .  .  a„„  . 
|)ie  (iiiedei-  der  einzelnen  Suinnien  \\prd(>n  erluillen,  wenn  in.ui 
für /'alh' Nuinern  1.2...,/;.  liu- /y  ;illc  Hiiiionen  derselben,  lür 
fyh  idle   Ti'iiuonen  derselben  u.  s.  w  .  selzf). 

Beweis.  Die  Glieder  von  li,  welelie  keines  der  Kletnente 
n^^.  a.,., .  ...  '/,|,j  entludlen,  sliinnien  mit  den  (iliedern  von  D 
illierein.  .\us  dem  .Xupregal  dr\-  (llieder  von  li .  welche  d;is 
Troduet  von  vi  ])eslimmlen  Klenienten  der  l)i;iL:on;de  'i/f'iim  f^/,/,-- 
enlhidlen,  enlspriui:!  diis  Ai:i:re!j;;tl  der  (di(Mler  von  /?.  welche 
ausser  jenen  Klemenlen  kein  juidres  l'.lemenl  der  I)i;ii!()n;de 
enthüllen,  indem  m;ui  die  idiriuen  l'>iemen(e  der  i)i;iL:onide  durch 
Nullen  ersetzt.  Also  ist  dieses  Atjyregat  von 

°J/  "t/n  "'>'>  •  •   ^f!/''  ■  ■ 
nicht  verschieden.    Die  Summe  dieser  ;iid  ;ille  miii:liclien  Arien 
i;el)ildeten  Aaureiiiile  undasst  alle  Glieder  (Nt  Delcrminanle  /{ . 

3.  Die  l'LntwIckeluiii:  der  Determinante 


f  K^l    — 


(I....   + 


n,r, 


a„n  +  2 


nach  Potenzen  von  r-  |iieltl 

«„  +  z:lH„_,  +  z-2:i\„_.,  +  .  , 
wo 


-  «,  +  ::"  . 


•     Cavi.f.t  Grolle  J.  38  p.  93. 


§.  I,  3.  29 

eine  partiale  Determinante  ?//len  Grades  ist,  deicn  Diaiionale  aus 
Elementen  der  Diagonale  von  /{„  liestelit,  und  -^/f„,  die  Siunnic 
der  Determinanten  bedeutet,  welehe  aus /?„j  entsj)riniien,  indem 
für  «',/.■,  .  .  alle  verschiedenen  Comi)iiiati(»iien  von  je  m  aus  dci- 
Heihe  I .  i\  .  . ,  n  gesetzt  \\  erden  ', . 

Beweis.  Die  UebereinsLimnuuiü  des  ersten  (ilit'drs  //„  mit 
/"lO'  und  dit'  Mielitigkeil  des  letzten  (iliedes  r"  ist  uiiiiiillcliKir 
^vah^zunehtne^.  Die  (ilieder  der  Kntw  ickeluni;,  welche  r'"  ent- 
halten, entspringen  aus  den  (iliedern  der  Determinante  /"(-•), 
worin  irgend  welche  ///  l'^lemcnte  der  Diagonale  vorkommen, 
liedeulet  nun  /,/.,■•  irgend  eine  aufsteigend  geordnete  Com- 
l)inalion  von  m  Niimern  der  Reihe  1 ,  2,  .  .n  und  /*,  s,  .  .  die  Reihe 
der  id)rigen  Numern,  so  ist  (§.  2,  4) 


f[z)  = 


('ü  +  s 

",A 

•     «<v 

"ki 

"/,/. 

+ 

-     • 

•      «/.v 

a,i 

«/•A 

.    a,.,. 

«« 

(h-k 

•     a-s. 

«A.v 


+  Z 


Aus  dieser  Form  von /"(s)  erkennt  man  (It,  dass  die  llnlwicke 
hing  des  l'roducts 


+  z 


einen  Theil  der  gesuchten  Entwickelung  von  der  J)eterminante 
f[z)  bildet.  Die  Entwickelung  des  ersten  Factors  nach  Potenzen 
von  z  schliesst  mit  3'",  die  des  zweiten  Factors  beginnt  mit 


Dahei'  ist 


a,,. 


die  allgemeine  Formel  für  ein  Glied  von  f  z''  ,  in  welchem  ;"* 
vorkommt.  Indem  man  für  i,  k, . .  alle  mügliclien  Combinationen 
von  je  m  Numern  aus  der  Reihe  1 ,  2,  . . ,  7i ,   folglich  für  r,  s, .  . 


*)  Jacobi  Grelle  J.  li  p.  15. 


M(»  §.   '.,   .{. 

;ilU'  inüsilirhon  ('.oinbiii.Uioncn  von  jt-  n  —  in  aus  dorsollxMi  Heilic 
M't/l.  oiliiiU  man  i\\\v  (iliidcr  \(»n  /\r-  ,  in  ilfiicii  th-r  Farlor  r-'" 
aii/uIrt'lVt'ij  ist. 

4.    hio   Di'lpriiiinaiitr  vdrn  (lra(l(\s  /<  = -5lt  ",,  .  .  "„„   kann 
in  i'ini'  ^iiit.inr  von 


/n\   _  M.H— 4^  ..  (n—m  +  i)    _ 


l'rculnclt'n   je   einer   parlialen  Deliiniinanle    //<len  (iradi's   und 

einer  zuiieliüriiien  paitialen  Deterniinante   n  —  ;/<  len  lirades  /ei"- 

lei:l  werden. 

Aus  den   Numern   \,i,..,)i,    dincli    deren   l'eiinulalionen 

ilie  (Jlieder  der  Delenninante  li  enislehn.   wähle  man  ni  ver- 

sehiedcne  z.B.  f,(/.li...   und   bilde  die   pailiale   Deteniiiiianle 

;«ten  (iiades 

I'  =  2:±  r/,  ,  (i^.,  n;,.3    .  .  . 

W'erdi'U  die  tihriizen  .Niiniein  duicli  r.  .<?./.  ..  bezeiclinel .  so  liat 
P  in 

'/*    =    -±"/,l     «<7,-i    »l,a     •■     ",,»1  +  1    «.«,»,  +  •-•    "t.w  +  3     ■■ 

zum  (luenicicnlen  die  partiale  Deteniiinanle    /;— /;/  len  (Jrades 

Q  =  -±  «,,,„  +  ,  <!,,,„ +  ■,  "/,»,  +  .,  ••  . 
wenn    €   tlen  Weitli    1    oder   — I    hat.    je    nathdem    die  I'ieiiieii 
f,  fy, /),...    r,  s.  /, . .  und    1,2,.../;   in  dieselbe  Classe  der  l'ei- 
nuitalionen  sieliörcn  odei'  nicht.   Dann  ist 

eine  Summe  von  //  (iliedern,  welche  dadurch  Liehihht  werden. 
Uass  man  für  f,g,li^  .  .  alle  Combinalinnen  von  w  verschiedenen 
Ninnern  der  Reihe  1,2,  ..,?/,  für  r,  s,  ^, .  .  tue  jeilesmal  übriiien 
Numein  setzt,  und  €  auf  die  aniieiiebene  All  bestinnni      . 

Beweis.  Min  l'rorhicl  wie  /'O  cnlhall  diejeniiien  Glicdt'r 
\on  /{ .  welche  aus  dem  Anfani:si:lied  d,  ^  ■  ■  "„  „  dadurch  ent- 
stehn.  dass  man  von  den  beweglichen  Numern  7ti  in  eine  Gruppe, 
die  Ubiiiien  in  eine  zw  eile  Grufipe  vereiniiit.  und  die  Numein 
der  einzelnen  Gruppen  pennutirt.  Wenn  man  die  einzelnen 
Grn|)pen  auf  alle  möjilichen  Arten  bildet  und  dabei  die  Numern 
der  Gruppen  pennutirt,  so  erhält  man  alle  Permutationon  der 
VI  bcvvoiilichen  Numern.  Also  umfassl  die  aniici;el)eno  Summe 
von  Producten  alle  Glieder  von  li . 


*      VaM»I  UVONDK  1.  C.   J).   'öi't   UlJil    I  AII.t.<:i    i.  f.   p.  i\)'>.    .\\Ui\il  |)ct.  ^. 


§•  ^  "^■ 
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l>as  Protluct  /^C>  hat  1 .  2  .  .  7»  .  1 .  2  .  .  /(  — m  fllicdcr;  in  (Irr 
Thal  hat  die  Shiiiiik'  aller  Produclc  /niial  sn  \ifl  d.  i.  \ . -2  .  .  n 
Glieder. 

Beispiel. 


a    h 

«l  ^1 

a..  b.. 


c,  d. 


a 

b 

r 

rf 

«1 

\             <\ 

''i 

a.. 

K     c. 

d,_ 

«3 

K    c, 

ds 

h 

«^ 

1  c, 

<^i 

1  "•- 

b., 

f3 

^^3 

". 

\ 

r 

(/ 

«3 

h 

Co 

rf. 

«       t 

C,    rf, 

03   b^ 

(■„   </, 

a,  ft,,  ! 

c    d 

öj   b.. 

<\  rf. 

Die  Zerlesunii  einer  Determinante  ?ilpn  Grades  in  eine 
Summe  von  Piodncten  aus  ])artialen  Determinanten  2ten  und 
[n — 2jteu  Grades  findet  man  ausfüliriich  behandelt  bei  .Iacofu 
Det.  9  u.  10. 

5.  Die  Determinante  /{  kann  auch  in  eine  Summe  von  Pro- 
(hnten  aus  mehr  als  je  zwei  partialen  Determinanten  zerleiit 
werden. 

>fan  wähle  aus  den  Ijcweglichen  Xumern  1 ,  2,  .  . .  y?  zuerst 
u  z.  b.  f.  g.h,  .  .:  dann  aus  den  übrigen  Xumern,^  z.B.  ]>.  q.r. . . 
dann  aus  den  iil)rigen  y  z.  B.  t^ii^v.  .  .  ,  u.  s.  f.  so  dass  u+ji 
-f-y-j-  ..=?):    und  bilde  nun  die  partialen  Determinanten  aten, 
/?len,  yten,  . .  Grades 


B  =  2±  «, 


(i„ 


a... 


*"     ^^    -^    "t,('.+,i+l      ^U,U+i  +  -i     "(-,«  +  ;? +  3     • 

u.  s.  w.  Dann  ist  R  =  2  eABC . .  die  Summe  von 

1  .   2   .  .   H 


n  —  c( 


1  .2.  .  «.I  .2.  .,•?.  t.2.  .  5'..  . 
Gliedern,  welche  entstehn,  indem  mauyl,  Bj  C,  . .  auf  alle  mög- 
lichen Arten  bildet.  Dabei  bedeutet  £  die  positive  odei-  negative 
Einheit,  je  nachdem  die  Reihe 

f>  9,  h,  .  ■  ,  p,  (j,  )',■■,  t,  u,  V,  .  .  . 
eine    Permutalion    der    ersten    oder    der    zweiten    Classe    von 
1,  2,  ..,n  ist*]. 


*)  Dieser  allgemeine  Satz  heisst  der  L  a  p  l  a  c  e  '  s  c  h  e  D  e  t  c  r  in  i  n  a  n- 
tensutz.  Verst.  die  vori.ücn  Citate. 


Me 


§.  '.,  (1. 


(».  \\  onn  die  l'.lciiirnlt'  des  Svsloiiis  vorsclm 'mdon.  nncIcIic 
ni  CultniiuMi  inil  /)  —  ///  Zcilfii  LKMiiciii  li.iltcn,  so  icdurir!  sich  die 
n('(t-niiiii:int('  ^iiil    d;is  Pitidiicl    ciiici'  Dclcniilii.iiilr  iiiivw  (ir.idcs  ■ 

mit  i'iiicr  hctfrmiiMiitc    //  —  ///  (cn  (irniles*). 


"m.\ 

0 


■l  ,111  "\  .Hl   +   I 


'm.m      "iii,iit  +  \  •  •     "in, II 

0  «...  j.  ,  ...  j.  ,     .  .     n., 


x.iii  +  1    •  •    "iti  +  i,n 


a,  ,    .  .   n, 


^m  +  i,m  +  I    •  •    "jii  +  1, 


'iii.x    ■  •    "m.m    I  I  "ii.m  +  i 


0  ",,.».-»-.  •  •    ";i,» 

W(Min  die  l-^lciiionto  vorschw  indon,  welche  ;//  Cdhoinen  mit 
mein'  ids  ;)  —  m  Zeilen  Lieiuein  luiheii,  su  verschwindet  die  l)e- 
tei  ininiinle  identisch. 


'^m  —  1,1    •  •        wi  —  1 ,1/1     "//i  —  1  ,Hi  +  1     ■  •     "»I  —  I ," 
0  ..0  fl,„,„^,  ..    a,„  „ 


=  0 


Beweis.  Zericizt  man  die  aejzebene  Determinante  in  eine 
Sunniie  von  l'i'oduclen  ans  partialen  Determinanten  ?//ten  nml 
(71 — mjlcn  Grades  dergestalt,  dass  die  l'>lemente  der  Determi- 
nanten Wien  firades  aus  den  oben  erwähnten  m  (lohjnnen.  die 
l'>lemenle  der  Deleiniinanlen  (;( —  ///■len  Grades  aus  den  idniizen 
Colonnen  des  Systems  gewählt  weiden  fi),  so  ist  imter  den  zu 
bildenden  Determinanten  ?/den  Grades  in  dem  ersten  l-alle  nur 
eine,  in  dem  zweiten  Falle  keine  von  Null  verschieden. 

Beispiel. 


a. 

«2 

"3 

a. 

"i+". 

(J,,  +  «3 

«3+"j 

(( 

,  +  fl, 

fc. 

K 

i'^ 

K 

h,+i. 

/a,  +  ^3 

63 +^., 

/y 

.+^ 

^ 

l^. 

h., 

K 

''. 

^ 

l., 

^ 

a. 

"j 

»2 

«1 

«* 

«3 

(l  . 

"■ 

•^l  +  ^l 

"-..  +  «3 

0 

0 

6, +6, 

b,  +  h. 

0 

0 

^ 

^ 

K-i'. 

^-6, 

t.  5. 

«. 

«3 

«.-«.. 

«,  —  «4 

Jac<jbi   De 

§ -^ 


:{:{ 


ll^+a^        "j  +  "j       ;    "i— ",        "j~"3    ! 

7.    NW'Mu  (las  SysttMii  der  ?i^  Eleinonlo  fi,f-(i„„   ><>  I'»'- 
srli;ilVeii  ist,  dass  ciiu'  |)artiiil('  Udcriiiiiiaiile  )ii[ci\  (iiadcs  /.  \\. 

P   =   -^±  "i.i    ■  •    f,n,m 

iiii'lit  verscliw  iiid(!l,  daiioi^cn  die  /;  —  rn  "^  pai  liaicii  Di'U'niiiiiaii- 
Ifii    //(+l'ten  (irades  verschwinden,  wt-lclie  ans 

I   =  ^1,,  "i,/,  +  •  •  +  ^„,,  «,„,A  +  pa,i 
•  ■    ««,,(»     «/«,/.  j 

1    «.-,1        •  •     «/,m        «.-,/;     1 

dadurch  enlstebn,  dass  man  fiif  /  nnd  /,  alle  Nnniern  von  ))i+\ 
Ms  H  setzl .  so  versiliwinden  alle  j)arlialen  Delerniinanlen 
'/«H-l)ten  Grades  mid  dei-  lidliern  Grade*). 

Beweis.  Werdenm-j-l  ])eliel)ii:o  Xumern  der  Reihe  1,2...,« 

dnrch  f.g.  h,  .  .  nnd  durch  s,  I,  ii.  . .  bezeichnet,  so  ist 

«/*     ''Jt     «/«    • 

^(/4        '^r/<        "j(M     • 
«7,.       (^ht       «A«     • 


P   = 


eine  heliebii^e  parliale  Deleiininante  '//(-h  I  ten  Grades,  deren 
Verschwinden  aus  den  gemachten  Voraussetzungen  sich  ergiel)l 
wie  folst.  .Man  verwandle  P  in  eine  Determinante  2//;+!  len 
Grades  P',  indem  man  m  CoJonnen  von  je  »2+1  .Nullen  und  in 
Zeilen  von  je  2w+l  Elenienlcn 

öl*      au      «i»     •   •      ^      0     ^      •   • 
a.,,      a.,i      u.,,i     .   .      0      I      0 

036-         «3<         «3H        ..001.. 


hinzufügt  ■§.  2.  6  .  Multiplicirt  man  die  erste  Zeile  von  P'  mit 
j) ,  und  addirt  man  tlazu  die  mit />,/•.  tg/-,  h^r.  ..  mulliplicirlen 
letzten  m  Zeilen,  so  erhält  man  in  der  ersten  Zeile  Mtn  pP' 


0      0      0 


^ 


/     "2/ 


.     b 


m/  ■ 


Denn  es  ist 

nach   (Jer  Voraussetzung,    wenn   /   und   /r   Numern   der    Ueilie 
m+\,  . .  ,7}  sind;  identisch,   wenn  /  und  /,  .Numern  der  Hiilie 


*)  Krosecker  briell.  .Mittheilung  1864  März. 

15  al  izi-r,  Oelfiiii.    •,'.  Aiill. 


:M 


§.  '., 


I .:?.... //i  >inil  §.  :*.  'i  .  /iiLiIcicIi  Ncischw  indcn  idcnliscli  iinU'i' 
(liii  ('.(icHiiii'iilfii  //,  j ,  ...  h,n  j  clicjt'iiifit'ii .  (Ificii  /  in  (I(M'  Hcilic 
I .:?.... ///  ('iilli.ihcu   und   von   der  \  (»r;niNl(li(iidcii  Niniici'  \t'i- 

scliicdcn  ist.    wiiliitiid  /*,,,  h.^ ^'nnn  ''*'"  ^^''''li  — /*  li.dx'n. 

Dmcli  dii'M'llif  l'i  iiiisldiiiution  der  iMcn.  ...  ///-+- iMcn  Zcilr 
\oit  /''  tind«'l  ni;in  cndlicli 


y+T  = 


0  0         0 

0  0         0 

0  0         II 

«..«  «1/  «1« 

a.,^  (i.,t  u.,„ 

«J4  <ht  "u, 


^xf  ^:j  ^zf 
''.,/  Kj  i'iy 
f'ih      ^lU      l'sl, 


1         ü         0 
0         1  0 

0         0         1 


=  0  16) 


H.   Vu\  die  l)i'l(M"inin;inlt'    iti-i-)i]\on  (Irados 
a,  ,  .  .     (i,  ,„  e,  ,  .  .     e, 


R  = 


'»1,1 
0 


1  .»1       *';»  +  1 .1 


i 


*»l,l  •    •        'n,m  ''«,1  •    •       ";).;/ 

deren  Elemente  <>,  ,  ••<'„„  so  .iniiendninicn  werden,  dii.ss  c^j. 
den  Wei'tli  I  oder  0  li;il ,  je  naclideni  /  und  /,  Lileieli  oder  un- 
tileieh  .sind,  zu  enlw  ick(dn.  l)ilde  man  ans  den  er.slen  ui  (!olon- 
nen  eine  lielielii.:^!'  iiiclil  Ncrsdiw  indciide  p.irliale  Delcrniinanle 
;//leii  firade.s 

A  =  2:±  nj^   n,j.,  .  .  <i,,„  . 

Trii  den  (ioenicieiilen  /^  welclien.l  in  /{  lie.silzt.  zu  linden, 
|)ermutire  man  die  von  den  lllementen  h  unal)liiinL!ii:eii  Zeilen, 
bis  da.ss  die  /le.  (/iv.  .  .  .  /le  Zeile  ziu'  Iten.  i^len.  ...  iidou  ue- 
iiiaclit  ist  lind  die  illnii^eii  Zeilen  lolLien  :  dann  iirlniK'  iii.iii  die- 
sidlx'ii  \ Cilaii.sclimiiien  der  noii  den  hliemenlen  a  unal»liiinj.:i_Lien 
(lolonneii  \iir,  llierdnicli  liat  die  Delerminanle  l{  Keinen  Wech- 
sel erlillcli.  und  in  jede  Sielle  des  S\sleliis.  welciie  ein  l'Jeliienl 
e  mit    2  Lileiciiiii   Numcrn   enlliielt,    i.sl  wiedeiiuii    ein    solches 


I 


§.  i,  <).  35 

Kleinenl  einpoli'cloii.    Also  isl  dcM' (^oorCuicnl  11  dir  Ddcriniinmli' 
n\v^^  finidos 

-±  0,j  h,y  . .  0,,,,  e,,  c,,  . .  =   -  ±  h,j  b,y  . .  b,„i   .§.  2,  7, . 

DtMiiniich  isl  (i  /i  =2f.j/y  eine  Suiiiiuc.  deren  (diedei 
dadureli  ontslchn,  dass  in;m  für  /',r/,..,/  ;ille  (:(tiid)iii;iliiiiieii 
von  1»  vorscIiioden(Mi  Nuniern  der  Ueilie  I.  2.  ...  »  selzl. 

9.  Aus  dor  Reihe  1.2,..,??  können  m  \eisehiedono  Xii- 
inern  nul' 


verschiedene  Allen  ui-wiildt  werden.  Diese  Cond»iniiti(inen  sol- 
len n;ieh  Belieben  die  .Niiniern  1 .  2 .  .  .  .  tt  erhalten.  Halten  nun 
z.  B.  die  Conibinalionen  fgli  .  .  und  stu  .  .  die  Nuniern  y  und  ö. 
so  soll  tlie  partiale  Deterniinanle  7yUen  Grades 

r  ±  Gj;    (Igt    "hu    ■  • 

durch  p,,ß,  und  deren  Coeffieient   in  J  =  iS'±  a^^  .  .  o„„  durch 
}y.,f)'  l)ezeichnet  werden. 
Lehrsatz.  Die  Summen 

P;i    P'di    +  Py^   P'dz   +    ■■    +  P;;<   P'dfi 
Pi;    P'u)  +  Piy  P'-2d   +    •  •    +  Pf,y   P',<(V 

hallen  den  Werth  .1  oder  0,  je  nachdem  die  Xumern  y  uiul  d 
übei'einstinunen  oder  nicht.   Verizl.  §.  "3.  3*). 

Beweis.   Wenn  man  die  parlialen  Determinanten 
P,\i  .    Pä-,  >  •  ■  '  Pä/i 
I lüdet  und  die  ihnen  in  .1  zuiiehorigen  Coefficienten  durch 

P\)i  ,     P'.f-^  •   •  •  .  P'äu 
bezeichnet,  so  hat  man  (i) 

A  =  p,),  p'di  +  Pdz  p'd-,  +  .  .  +  Pdfi  P'di,  ■ 
Aus  denselben  Gründen  foliil  die  l^nlwickelunc 

^  =  P.<)  P'id  +  P'&  P'iÖ  +    •  •    +  PaÖ  P'ßä  ■ 

Dil-  lieihe  der  ersten  (zweiten)  Nuniern  derjenigen  Elemente  a, 
aus  denen  das  Anfangsclied  von  p.,,.  besteht,  bildet  mit  der 
Reihe  der  ersten  (zweiten)  Nuinern  derjenigen  Elemente,  die 
in  dem  Anfangsglied  von  p'  ,,  voikommen,  zusammen  eine  Reihe 
\()n  /(  Nuiiu'in.  die  alle  von  einander  verschieden  sind  1  .  Da- 
ueiien   bildet    die   zuerst    erwidinte   Reihe    mit    der   Reihe   der 


*)    C.WCHY  1.  C.   p.  100. 


30  §.  \,  •>. 

cM"ston  zwoilcH'  Numfiii  drijiiii'zcM  KlrincnU' .  ilic  in  diMii  Aii- 
f;iiij:s|;lii'(l  Vdii  }>',),  Noikniiiiin'n ,  /iisniniiuMi  ciiic  l^cilic  mhi  ii 
Niimcrn,  dit-  iiiclil  ;iIlo  von  (Mii.Midor  vcrscIiiL'dcn  siiul.  Als«» 
i>l  jt'd«'  Nun  den  Itcidcn  Siiiiiriicn 

P,i  P'di   +  P,-:  P'di  +       •    +  />,„   P',)„ 
Px,    P'ul    +  ;'■.•;    P'-2A    +    •    •    +   P„-    p'f.A 

fiiit'  Ijitw  iikrlimj:  der  Dclcniiiiwiiilc  ciiu's  S\sl(Mns  \oii  n^  \Ao- 
iiii'iitiMi.  dessen  ]>;iridlele  Ueilien  niilit  ;dlo  von  ein.ind«  i"  \ ei'- 
seliieden  sind.  Die  Deteiininanle  eines  scdelien  Sxstenis  \er- 
seliwindel  idenliscli    §.  2,  i) . 

10.   Wenn  die  parli;den  Deterininanlen  q.,,    und  q'.,,    ;uis 
den  MlemeiUen  //  dei'  Ih'tenninnnle 

ß=  -±/.,,  ..b„„ 
ebenso  zns.ininieni:esetzl  werden.  M^.  die  p;irli,den  I)eleiininiin- 
ten  /).,,   und  ;/..,  ;ius  den  lilenienlen  a  der  Uelei miniuile    U 

A  =  2:±a,^   ..  a„„  ; 
und   wenn    man   aus   lieiden  !-^\s(einen   die   Deterniiuanleii   //len 
(ji-ades  f  ,^  ^  ^j^_  ^-^^^  ^  ^^  _  ^y^^  +     .  +  p  ,,  9',,,, 

";-)    =   ^,1  P'.Vi    +   fj,-  P',T-:    +     ■  •     +    '/.,»  P',\„ 

jddeilel,  so  hat  die  Suninie  der  l'roduele 

den  AVei'lli  /lÄ  oder  0,  je  naclidcin  die  Nuniern  y  und  d  iiber- 
einslinunen  oder  nichl  ',. 

Beweis.   Aus  dem  S\ stein 


i.n  =  P,.   <j'f,l  +    ■■    +  P,i.  ^'ou 

lindet  man  iiaeli    t) 

r,  fy,,    +   ..    +  t.„  q^„    =  p  ,  B 


',1  'h/,  +   ••    +',,,.  V«  =  P;,<  ß  • 
Indem   man  die  Zeilen  dieses  S\slems   mit  //^y, .  •■•  ]i',)u  uiulti- 
plieirl  und  darm  eolonnenwcise  addirt.  erhält  man 

';i    '/u  P'j.  +    •  •+  fJ,,,  P'd,.    +    •      +  ',/,    fj,u  P'd>   +   ■  ■   +  V',,„  P'j/< 
=   P,i  P',u  +  ■  ■  +  P,,.  P'dß   ß 
d.  i.  Ali  oder  0  ,  w  .  z.  lt.  w  . 


•)   SvLVK.sTF.R  Pliili.s    Mu-    1851  II  |i    i',i  und  tSöi   II  |).  343.    Beweis 
vun  Bhiiiscmi  Dol.    6.</ 
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§.  5.    Prodiiclc  von  DctcniiiiKinlcii. 

1.    Lehrsatz.     W'riui    .ms   zwei    u'clicImmicii  SN.sU'iiicn    von 
l^li'iiicnten 

«11      .  •     «1/,  ^,1      •  •     ^/, 


ein  (Irilles  S\sloiii  von  l-llcnicnlcii  uehildcl  ist 
(■,,       .  .      c. 


11        •    •       '-m 


niiiulicli  tl;is  kie  I-Jcinnii  dci'  /teil  Zeile  r^i.  (liidiiicli,  dass  iiiiin 
die  Elemente  der  Aen  Zeile  im  ersten  System 

«/i        "h      •  ■      »ip 
der  Reihe   nfieh   mit   den  l-llemenlen   der  /,ten  Zeile  im   zweiten 
System 

multiplieirt  und  die  Pi'oiluete  addiil  ,  d.  Ii. 

'■,k    =    «M     <'Ä1     +     "h     bk2     +     •   •     +     «ip     f>/,p   , 

SO  knnn  die  Determinante  Ii  =  2  ±  (•^^  .  .  c^fj  des  aht:eleite- 
len  Systems  aus  Determinanten  von  S\stemen  der  gegebenen 
Elemente  berechnet  werden. 

Man  bilde  aus  einer  beliebigen  Cond)ination  \  on  ;/  Colnnnen 
des  ersten  Systems  die  Determinante  P,  und  aus  P  diirrh  Ver- 
tausehung  von  a  mit  b  die  Determinante  Q.  deren  Elemente  dem 
zweiten  System    angehören.    Dann    ist  R  =  ^  PQ   die  Summe 

aller  (      )  möglichen  Producte  PQ .    Wenn  p  =  u ,   so  reducirt 

sich  R  auf  das  eine  Produet  PQ.  Wenn  /)  <;?,  so  verschwindet 
R  identisch*;. 

Beweis.  Wenn  jede  der  n  Xumern  r.  ,v,  /, . .  der  Reihe  nach 
die  Wertlie  \ .  -2 .  .  . .  j)  erliidt ,  so  ist  nach  Voraussetzung  das 
Anfan£S2lied  der  Delernn'nante  R 


*)  BisET  und  Calciiv  (in  den  uleidizeili^en  .^btianillungen  .1.  de  l'6c. 
polyt.  Cah.  16  p.  286  und  Call.  17  p.  81,  107)  liaben  diesen  Satz  durch 
Betrachtuns  der  besondern  Fälle,  welche  Lagrange  (Mcm.  de  l'acad.  de 
Berlin  1773  p.  285  und  Gaiss  (DiNquis.  arilhm.  157.  139.  268,  1)  gegeben 
hallen,  abgeieilel.   Vcrgl.  Jacubi  Üel.  13  und  14. 
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§..-.,  1. 


=  2:    (I,,.  f/,,  «,,  . .  ft,,-  ^-t  ''.if  •  •    • 

l,».f. 

Daraus  ciilspriuuiMi  die  illtriucn  (llitMlcr  von  /{ ,  indem  die  /wei- 
len Nuniern  der  l'.lenienle  c  perinnlirl  werden,  wiihrend  die 
er.sl<M\  >nniern  nnhew  eL;Ii(li  bleiben.  Mei  die.'seMi  \(Ml;iliicn 
werden  .•d)er  nnU-r  dem  Sniniuen/.eiehen  nur  die  ersten  .Niimern 
der  l'.Iemenle  b  |»ernHMiil.  die  andern  erleiden  keine  Ver.inde- 
riini:.   Daher  ist 

/{  =    2^     (/,,.  a.,,  ii„  . .  ^^  ±  //,,.  b.,,  b^f  . .) 

r.s.t... 


=    2     <i„.  rt.,,,  n,( 


(J 


Die  Delerniinante  O  veiseliw  indet .  wenn  unter  ilen  Numern 
r.sj...  zNNci  iileielu;  voikununen  §.  i.  4:.  .Mithin  erliall  man 
alle  (jlieder  der  zu  hihh^nden  Sunune,  wcim  man  für  r.  .v,  /.  .  . 
alle  Complexionen  v(in  je  n  \  ersehiedenen  Numern  aus  der 
Reihe  1.2 p  setzt. 

Isl  nun  p<n.  so  ist  /{=(».  Denn  r,  i, /, . . ,  die  aus  der 
Heihe  I.  2, .  .,/>  zu  nelnnen  sind  und  deren  Anzahl  ?j  ist.  köiuuMi 
nieiil  alle  von  einander  versehieden  sein:  folglich  isl  {)  bei 
jeder  möizlithen  Wahl  \  on  r.s.l...  idenlisdi  =0. 

I.st  p  =1  n .  >o  kiinnen  für  i\s,t,..  mu'  die  verschiedenen 
Poniuitationen  von  1.2.  ..,n  i^esolzt  werden,  weil  bei  jeder 
andern  Besliininun|i  Q  identisth  v(Msehwinden  würde.  Durch 
Permutalion  der  Numern  r.s,l,..  wird  al)er  Q  entweder  in  (J 
oder  in  —  (J  verwandelt  (§.2,  ■[';,  .  foL-lich  umfasst  die  mit  li 
bcv.eichnete  Sunune  alle  (Ilieder  der  Determinante  2'  ±  ",, 
"22  •  •  ">in  '"''  *'*'"'  '•"■'•"■  Q  l)chaflel,  d.  h. 

b„    ..   b,„ 


fl  = 


.  b. 


Ist  /»>•».  so  können  fiu'  dieCIomplexion  der  .Niuuern  r,  s,  /... 
zunächst  alle  (Inmbinalinnen   von  je  n  aus  der  Heihe  1.2.  ..  p 

Lipselzt  werden.    I)adiu-ch  lindel   man  (      )  (ilieder  der  zu  bil- 

dendi-n  Summe,  .lus  denen  die  idiriiien  sich  abieilen  lassen, 
indi-m  man  fiir  jede  (lombinalion  r.s.l...  ihre  l'ernuitati(Uien 
setzt.    Nach  den  im  l";dle/;  =  ?(  gemachten  Mcmci  kuuLien  bildet 


§■  -^  ^^■ 
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jedes  der  (      j  Glieder  im  Veioiii  mit   den  aus  ihm  abgeleiteten 
Gliedern  das  PrndiKt  \on  zwei  Determinanten  PQ ,  also  ist 


R  =  i: 


rt,,.    '/, 


it 


'W       "1 

n,,.    «,,    a,< 

'^ir     ^is     "jt 


f>ir  f'i3  ^it 
f>2r  hs  Kt 
^zr     ^3*     ''3; 


WO    für  i\s,t...  alle  Comhinationcn  von    je  n   aus    der  Reihe 
1 ,  2.  '.],  .  . ,/)  zu  setzen  sind. 

Beispiel.  Wenn 

rf,/.  =  «,  fk  +  l^i  ük  +  Ci  hk 

du         rf,2         rfl3         ''m     I 
d^,         f/,3         f/,3         rf, 

<^31         f'32         f/33         ^^3 

d„     d,,     d„     rf. 


SO  ist 


=  0 


ri,, 

d,. 

'^U 

«,     6, 

f. 

h 

fl'i 

Ä, 

d„ 

^22 

^23 

= 

a.^     62 

C2 

f. 

9i 

/!, 

'^s, 

^32 

^33 

«3      ^3 

(■3 

h 

9z 

A3 

rf„  d,. 

= 

«2 

Ö2 

., 

J  a,  c, 
:  "2  ^2 

+ 

6,  c, 

6,     f2 

ff.  A. 
flr,  Aj 

2.  Wenn  insbesondere  die  Elemente  h  den  mit  denselben 
Numern  versehenen  Elementen  a  gleich  sind,  so  ist  das  System 
der  Elemente  c  symmetrisch,  d.  h. 

c.Ä-  =  «u   «Ai  +  «/2  «A-2  +  •  •  +  a,>  «/i/,  =  CAt  . 
folglich 


a„. 

«1.5 

«.< 

f.. 

•  '•.« 

x- 

«2,- 

«2« 

02« 

«3,- 

«3* 

«3« 

c,„ 

•    '-n  n 

worin  nian  für  r,s,l,..  alle  Cond»inali()nen  \(in  je  n  aus  der 
Reihe  I,  2,  . .,  /)  zu  setzen  hat,  um  alle  Glieder  der  Summe  zu 
erhalten. 

So  lange  die  IJemente  a  real  sind,  ist  die  Determinante 
^±'•,1  c.^2  ■  •  '^nn  po'^'l'v  und  kann  nur  dadurch  verschwinden, 
dass  die  Determinante 

'  a„.    fl„    rt,( 

Oir      O2.?      «2« 

«3r         «3*         «3< 


lll 


^  •■■»,  ^. 


Ix'i  allt'M  (!<iinliiii.ilioi>t'ii  r.  .s. /.  .  .    vciscliw  iiidcl  ' , .     Die   Ix-snii- 
(Icrcn  l'iillf 


X     y  2 

^1    !/i  *i 

X..    y..  z„ 

y  »  i' 

J/i  «1  i 


x'    +!/■   +:•        »-.J-,  +I/J/,  +:=,      XX..  +yy.  +zz.. 
x,a;+!/, !/  +  :,:     J,"   +!/,'  +5,'      ;r,.r,+ i/,j/,  +  3,z., 
ir,.r+ ;/.••/  +  ".=     ^.•^i+!/:!/i  +  --.=i      V    +.»//  +'.•" 
c-    +  t/-    +  :'       .r.r,  +  .Wi  +  3  =  1     _     -»^      !/    1'  '      ^ 

»••'•,+  yy.+  =  =  1      i'i''  +  .'/."'  +  2,-    ,  .r,     i/,  I        ,  .r,     3, 

sind  lM'r('it>  \  (in  I.  \(.iUN(;i:    mii- Ics  p\  r.  •"{  u.  I    ucfiindtMi  woi-dcii. 

3.  Der  ll,m|>l>;il/  idicr  die  /crlciiiiiii:  ciiici'  l)t'l(Miiiiii;ml(\ 
dcirn  I'diMiuMilc  Suiiiiiit'ii  \(iM  l'rodiicicn  der  imuciicltcnon  y\rl 
sind  r.  kiiiin  iinl'  den  I.Ai'LACK'scIicn  l)cleiiiiin;inl('ns;it/,  /mihk- 
lirfiilirl  wcM'drn  wie  foliil*'). 

Miin  \cr\\.indlo  die  Determiniinle  —  ir^j  .  .  r^^^^  in  die  Dc- 
ln-niin;int(*    n -i- p  \ru  (ir;i(k's   '§.  2.  (i) 

II       •    ■      'in  11       •    •      "ij> 


'  IH  •       •  11)1  ll\ 

0         .    .        0  1 


0 


0        .    .       0  0        .    .      1 

Indem  in;in  nnn  \on  der  /len  (itdonne  die  lelzlen  p  der  lUihe 
n;ieh  mit  a,, ,  (ij.^,--  nudliplicirlen  Colonnen  sul»li;diiit,  nnd  ;inl' 
diese  Weise  die  ersten  ii  (lolonnen  li'ansforniirl ,  i-rliiill  ni;in  zu- 
folge der  \  ni;iuss(>lzuntz 

'■,/.  =  ",i    'V,i   +  »h  ''/..•  +  •  •  +  "//.  0/.,, 
den  Aiisdiiick  für  ^  ±  (^^^  .  .  r 


tili 
0  h. 


0 

—  ", 


0  /.„,      .    .      h, 


-'/..,.       0 


Mulliplii  iil  iii;mi  endlich  jrde  der  ersten  )i  Colonnen  mit  — I, 
und  riit  kl  die  zweiten  ;)  Zeilen  des  Systems  im  den  Anfiing,  so 
erlijill  man  (naeli  // -+- "^  Zei(  lieiiwccliseln) 


*)  Jacoiii  I.  c. 
••;   GoniiAN  iKich  bricfl.  .MitllH'iliin^'  d.-s  Hrn.  Prof.  Ci.Kuscii  1863  iNov. 


§..-.. '. 


it 


1  0 


III      1 .(/  + 1 


^nii      "ii.n  +  1 
0  1 


i,p  .   .     a„p  0       .    .       0  0 

Die  l'.iüwickcliinL:  dieser  Determin;inle  in  eine  Siinmie  von 
Prddiu'ten  ;iiis  partiiilen  Deleiiiiiiiiinleii  )t\rn  (ir;ule.s  ist  §.  i,  S 
cezeict  worden. 

4.  T);is  Producl  \on  zwei  Determinanten  /Men 
Grades  P  und  Q  ist  eine  Deteriniiwinte  li  desselben  Griides, 
die  man  auf  i  im  Allizemeinen  verschiedene  Arten  darstellen 
kann"*  ,  indem  man  ihre  Elemente  entweder  aus  je  einer  Zeih^ 
von  /'  und  einer  Zeile  von  Q  zusammenselzt ,  oder  aus  je  einer 
Zeile  von  /*  und  einer  Colonne  von  (),  oder  aus  je  einer  (Inhume 
von  P  und  einer  Zeile  von  Q.  oder  aus  je  einer  Colonne  \on  P 
und  einei'  (lolonne  von  Q.   Wenn  nämlich 

6,,    .  .    b^„ 


P  = 


so  ist  1 1 


i'j 


fl„,   .  .    fl, 


R  - 


Q  = 


"ni     •   ■     ")in 


=  PQ 


unter  der  Voraussetzung 
Folglich  ist 

11       •   •      ^\n  "11 


fl/ii      •   •      C,iii  f^in      ■   ■      ^nn 

«11  ^i+--  +  Oi«  ^n.     "n  Kx+  ■  •  +  «!«  ^.vM-  •'  «11  *Hi+-  •  +  «1«  *«n 

«21  ft,i  +  .  •  +  a.,n  b^„  ,    a.,^  6„,  +  .  .  +  a..„  b.,„  ,.  .,  a..^  b„^  +  .  .  +  a..„  6„„ 

«;m  ^1  +  •  •  +  «„«  (>i,i  ,    «;ii  '^ii  +  •  •  +  a,i„  Kl  .  •  •  .  ««1  f>in  +  •  •  +  ««;.  ''/</. 


*)    C.UCHY  1.  c.  p.  83. 


§.Ii,  \ 


N.nh  (Ifi-  liicrin  »Milli.iltcru'M  Hilduiiiisrcurl  isl  fcrnci- 

f.,    ''..+  •     +"1,,    ''„..••.",,     '-u,- 


'Wl     •   •      "/IM 


,  ^l  •  •  ^/. 


fl...  ^, 


";i;j   ''/ii  >  •  •  '   "111       II ' 


^11 


«11    ''.!  +  ■  •  +  "/M    ''wi.-  ■-  "n    ''//r 


fl,„  /',,  +  .  .  +  «„„  /',„,  .  .,  (I,„  /*„, 


^M      !  «u  ''u 


'»/i.  ''«1. ■  ■. «1.  ''.»+•  •  +  "»!  ^,-l 


«N«   I     ''.«    •  •    '*»„  !  "«■   ''n  +  •  ■  +  «,u,  l',n  -  •  •  -  "1,,  ''u,+  ■  •  +  ",/„  '>un 

Wxc  links  sl(>li(M\(ltMi  DetciiniiiiintcMi,  dcicii  IModiid  üohildcl 
\\ur(l(\  sind  \uii  P  inul  (^)  niclil  versclnrden  §.  '2,  3 ; .  Also  sind 
dio  rcclils  slohenden  Doterinin.inlon  von  H  nichl  vorschioden, 
(1.  h. 

!    "11      •   •      «in     {  1*1.       •   •      ''ui     !  i    'n      •   •      'in     I 

i    «ni      •   •      «««    I  i    <'ni      •   •      b, 

wonn  r,^.  oinr  (l»^r  Summen 

",i  ^k\  +  «<•:  ''/.•■-•  +  ■  •  +  "//,  *An  . 

"n  ^iJt  +  "rj  ''■jA  +  .  •  +  ",„  b„k  , 

"li  b,,-,  +  rt,.,-  h,..^  +  .  .  +  (l„i  h^„  , 

"m  ''1/1  +  ":1  b;i,  +  .  .  +  '(,„■  l>„h 

Ix'dcult't. 

5.  Dil  s  Pi'od  II  et  von  l)c  1  io  h  i  li  \  i  c  I  c  n  1)  0  l  r  rm  i  n  .1  n- 
ton  isl  eine  Delerminiinlo ,  deren  linid  den  liiiclisten  unter  den 
gouelienen  Gnulen  ni<lit  ilherstciut  und  deren  l'Iemenle  izjuize 
nitionale  Functionen  dei-  L:eiiel»onen  ICIcniente  sind  "  .  \\eiHi 
niindieli  die  Grade  der  gccehenen  Detei'ininanlen  den  //len(;r;id 
nitlit  ühersteipen ,  so  kann  m;in  alle  DelermiiuHiten  iils  S(delie 
/den  (Inides  darstellen  und  dann  nach  der  Heizel  ^i'  die  erste 
mit  iler  /.weiten  multipliciren  .  das  Piiidiict  mit  der  diilteii 
u.  s.  1. 

Nach  §.  -'.  G  isl 

«11      .  •     ",...  a,,      .  .     ü. 


•1  Jacobi  De».  13. 


§•  ■•■'•  fi- 
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wcmi  filr  />  m  das  Elcmonl  rr,/,.  den  Werl h  0  uAw  I  li.il .  je 
naclulom  k  <  /  oder  k  =  /  ist  ;  di(»  iil)rit:(>n  iiiclil  ucui'licm'ii 
Klomoiito  l^lcihen  imhosliniint.    Dalicr  ist 


wenn 


''«1    •  •   ^'nn 


"iii    •  '    ^nii 


"o  ''o  '^o  rfo 

a,  6,  f,  rfj 

«o  b.,  c,  (i, 

rt,  6,  r,  (l. 


Von  diesem  Aggreij;al  bleiben  für  /  >  in  nur  die  Glieder 

Wenn  die  unbestininit(>n  Elemente  siimmilich  xei'seiiwin- 
den.  so  erhält  man 

''iL  =  "/i     ^Ai    +   "/■.•    'V.'   +    .  .   +   «/„,    ''Ahi  . 

\vo\on  lilr  />  m   nur  /^/,.,-  id)riij:  bleibt. 
Beispiel. 

P.  7i  i  «-.p«  +  '!'/j'o    "■.•P>  +  ''/yi    '■•..    f/-.. 

0.   Wenn  J  =  .2'±  a,,  . .  r/ji^^ ,   /?  =  3  db />,,  . .  ('>„„  und 

'■,A-   =   «/i    'Vn    +   ■  .   +  «/„    ^Av, 

so  dass  die  üetermiiiante  des  zusammengesetzten  S\sleins  (I) 

C  =  -  ±  (■„  .  .  <■„,  =  AB 
ist;  wenn  ferner  die  Coefiieienlen  der  Elemente  ff,/_.,  6,/^,  cij.  in 
.1 ,  ß,  C  durch  a,-^^. ,  /y,-^,  ^,/^  Ijezeiehnel  werden  '§.  3);  wenn 
überhau|)t  partiale  Determinanten  ///ten  Gi"adcs  der  drei  S\steme 
in  der  oben  ■§.  1,  9j  angegebenen  Bedeutung  dui'cli  p-,^-.  fj-'f), 
Vy^y  bezeichnet  werden,  so  ist  ') 

/'</.■  =  '■'(1  ß/.i  +  •  •  +  ('i,i  ß/,1, 

'•;r)    =   P,  1    fy,h    +     ••     +  Pya  Qda 

~  ±  ;'i.  •  •  r„n  =  -  ±  «n  •  ■  «,i«  -2-  ±  /?,,  .  .  /?„„ 

-  ±  '-n    ■  •    '•/«/<    =   ^  ±  Pn    •  •  P.,-.«  -  ±  7n    •  •   7,,,.  • 

Weim  insb(>s(Uidere  das  zweite  S\stem  mit  dem  ersten  id)er- 
einsliiimil  d.  h.  6,7^.  ^a,■;^,  so  ist  das  zusaitunengesetzte  S\sleni 
svnnnelriseh,  und  man  hat 


Cauchy  1.  c.  p.  90.  107.  10s. 


n  §.:>,<•.. 

J'.V  =    «ii'  +   •  •   +  «,«' 

'•,t,T  =  ]M,''  +  .  •  +  V.s,,' 

2"±  ;■,,   .  .  r„„  =    2'±  f',,   .  .  «„„  = 

—    —    '  II     •  •    'im    —      —    —    /  II     •  •    r/i/il 

Beweis.    N;i(li  den  jinpcnoimucm'ii  Kc/cicIiminutMi  ist   die 
paili.il«'  l)(>l('rinin;mlc  iii\ru  (h^kIcs 

'■■,)  =  -  ±  '■/,,  V  '■/"'  •• 
mul  ilii"  .\iif.ini;si:li('(l 

<•/,  V  '/"<  ■  •  =  (:  "/'  ''")(7  "."'^  ''"^)(7  "'•'  ''"')  ■  • 

=    -2"  n^,  a,,^  a,,,  .  .  />„  b,,,  b„,  .  . 

i.k.l,.. 

liidiMii  in;iii  die  Niiiiicrn  s,  t,  u^  ..  uiUor  eiii;iiHlcr  \  crljuisclil, 
liiiili'i  iiiiiii 

r  A   =  -1'     (flrt  n,/A-  «/,/  •  •  -  ±  ''.,,  'vA  l'ui  ■■'  ■ 

i.k.l...      ^ 

liii  die  Glieder  dieser  Siiinmo  zu  bilden,  l)riiu(l)(  iii;in  für 
/.  /.,  /.  .  .  nur  je  //(  verscIi  iedeue  NunieiMi  dei-  Heilie  1,2,..,/} 
zu  setzen,  weil  die  l)et(M-iiiin;inte  —  ±  /',,  /'/;.  h^,^  ■  .  vei  schwin- 
det,  wenn  die  Nuniein  /,/,,/,..  niilit  ;ille  nou  ein.inder  \er- 
sehiedon  sind.  Wenn  man  abc!'  V\\\'  bcstininite  .Nuniei'n  /, />. /,  .  . 
deren  Pcrniutationen  setzt,  so  erleidel  —  ±  /;^,  h^^.  h„i  .  .  nur 
einen  oder  niehn-i'e  Zeiclirnw  eclisel.  also  ist 

,•  j    =    ^-      -  ±  a^i  n,,,,  a,,,  .  .  ^-  ±  h.,   'va  ''„I  ■  ■) 

I.k.l...  ■" 

eineSnnune,  deren  (ilieder  i:(d)ildet  werden,  indmi  man  für 
/,  k.  /.  .  .  alle  (]ombinalioi\en  \<)n  je  //;  Ncrscliicdenen  .Numern 
«1er  Reihe  1.2,..,  n  setzt .   d.  h.   nach  der  angenommenen  Bc- 

zeicliiiun;^ 

;>,  ,    <l^^^    +   V-'    HiV:    +    ■•    +  V;,i    7r\,,   • 

Aus  dem  gefundenen  W'eilli  \(in  v..\  IoIliI  nach  1,  der  Werth 
der  l)eterminai\te  /<len  (iradts  2'±r,,  ..  ?'„,<■  '*'•'  Grossen 
^ifc>  ^\k'  '/ik  '^''"'  P''rtiale  Delcrminanlen  )i —  I  ten  (irades, 
folL:lich  n.  s.  w  . 


§.   r,,     I.  ily 

§.  G.    Deterininaiitcn  von  adjinigirteii  Systemen. 

1.    Wenn  Oji^.    den  (locnicienlen   des  l'^U'inciils  r/,/,.    in  dtT 
Dcleniiinanto 

«11     •  •    «1« 
R  =       .        ... 

",n      ■    ■      <',u< 

Ix'dcnUi,  so  lu'is.sl  das  S\ stein  dcv  J'>lcnientü 

«,,     .  .     «,„ 


doni  Sysleni  der  Mlenienle  a  a  d  j  uüiiirt  *) . 

Lehrsatz.  i)ie  Determinante  des  Systems  \on  l-!lementen. 
welflies  einem  System  von  )i^  Elementen  adjnniiiit  ist,  ist  die 
[n — l'le  Potenz  dei-  Determinante  des  gegel)enen  Systems**]. 

Beweis.  \\'enn  man  das  l'roduel 


naeli  der  .Mnitipliealionsregel  (§.  ö,   ij  bildet,  so  erliidt  man 


^ik   =    f'h    "/.i    +    "h    "/,i    +    •  •    +    «,„    "An   ■ 

Diese  Elemente  haben  den  Werth  R  oder  0,  je  naelidem  /,  und 
/  sIeich  oder  verschieden  sind  ^S.  3,  3).  Also  redneiit  sieh  die 
Determinante  ihres  Systems  auf  das  Anfangsglied  c,,  Cjz  •  •  '^'«n 
=  ß«  ,§.  2,  7).  Daher  ist 


R  =  R"  , 


*)   Cauchy  1.  c.  p.  64    tiat  diese  HeiiPiiiiuni.'  aus  der  Theorie  der  (|ua- 
dratischen  Formen  (Gauss  disquis.  arillim.  267;  aurgennmmen. 

**)   Caichy  1.  c.  p.  8-2.    Den  Fall  h  =  3  lindet  man  bei  LAGKASfiK  sui  les 
pyr.  5  und  tiei  Gauss  1.  c. 


\(\ 


§.  (1.  i. 


2.  Lehrsatz,  l-iiu*  parlialo  Dctoiniinjuilc  des  jidjirnuirtcii 
S\nI('Iii.s  \.iiii  //jIcii  (iiMclc  ist  »las  Piixlii.l  vdii/f'"""'  mil  dfiii 
(loi'fliiii'iili'ii.  wrlclu'ii  die  tiiKprciliriidt'  pari  i.di- Itflciiiiiiiaiili' 
des  iirs|>iiiMi:liclit'M  S\stt'iiis  in  /»  li.il  '   . 

Beweis.    W'vuu 

f,  g,    ..,  r.  s,  .  . 

i,  k,    . .  ,  u,  V,  .  . 
iiouclicnc  INriiiulationon   vtm    1.2...,  7i   sind   und   d.irin  /'. '/.  •  • 
und   /.  /,-,  ..    ('iru|)|)t'n   nou  in  Nunicrn    ItiMlciilcn .     walircnd   dif 
idiiiizm  n  —  III  Nnni('i-n   dincli   r.  H.  ..    und   u.  v.  ..    lic/cirlinct 
werden,  si»  isl  die  Delerniinanle  iii\on  drades 


eine  partiale  l)«Uorininanle  des  adjunLiiilen  Ssslems  §.  4.  1), 
weklu'  naeli  §.  2.  (5  in  foliiondc  DclcniiinanU'  /Heu  (irades 
transIVniniil  \v  eiden  kann  : 


0  0 

0  0 


1  0 

0  1 


Tnler  den  iieinaclilen  V(irausset/inii:en  isl  alter 
(i/i    «//■     •  •    "/"    "A 


"r.      ",/. 


'iju     "ffv     • 


"ni     "rr 


=   W<  , 


i 


WO  t  den  Weilii  1  oder  — I  iial  .  jo  naclidoni  die  i;oi;e|)onon 
l'einnilalionen  in  eine  (Hasse  Lieiiüren  oder  nielil  (§.2.  'i  . 
Wenn  man  das  Prodnet  diesei'  lieiden  Ueterniinanlen  duicli 
zeilenweise  Multi|»li»'alit>n  hildel.  so  lindel  hmu  die  Delei minanle 
/jleri  Grades 


•)    .Ikciihi  lli'l.  II.    Djpsoi-  IJewcis   isl    \iiii  limu  hahui    ;in.t.'i'f.'t'l)i'li  wor- 
den    Kiii'll    MitlluMiuiiU  \s:,:t  Juli. 


§.  G,  2. 
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R 

0 

0 

/{ 

0 

0 

0 

0 

V«    "/'•    •  • 


•yu      •*</"       •     • 


"III        •/■(■ 


Diese  Delorminanle  re<liu'iil  sich  jltci-  ikiI' das  l'roiliicl  von  zwei 
Dolenninaiilcn  (§.  i,  6),  tkivii  cislc  den  Wcilli  /{'"  lial  (§.  2,  7). 

Daher  ist 

a,.„     rt, 

=  fi"'  -  '  f 


Nacli  §.  '(.   I   iK'ch'iitcl 


e     «*./     «* 


den  Coefficienlen,   mit  welchoni  in  /?  die  parliale  Deleniiinante 
des  gegei)enen  Systems 

versehen  ist,   deren  Elemente  mit  denen  der  gesuchlon  Deter- 
minante in  Hinsiclii  der  Xumern  üljeioinslimiiien. 

Beispiele.   Wenn  /?  =  2"  ±  «,,  a^o  .  •  «„„  .  sn  ist 


^    nm  -  i 


=  n 


Wenn  inslx'sondere  ?i=  ö  ist.  so  ist 


«u     •  •     «iX 


«.,,     «.„     «,, 

«41  «43         «44  ='     -    «■ 

«i.  «63         «34      I 

weil  die  Penuulat Ionen 

ä   4   5    1    -s 

1     3    4    2    .'S 

nicht  in  eine  Chisse  uehoren. 


iS 


§•  ''•  ^ 


1);il:»^l;('I1  ist 


"•.'1     ".■ 


I    II,.,      rJ,,      /(,, 

=      '*  "jj         "ll         "3i 

I    <hi       ":..       "li 


i    4     1     3    5 
1     3    i    4     ."> 
Pmuiiliilioncii  (lci>c'llifii  (ilii.ssc  .sind. 

Der  (Idfllificnl   ili'S  ICIciiiciils  ajj.   in   der  hrlcrinin.nilc  iIcs 
iHljnn^irli'M  Svstcnis  ^±  «,,  Cf^2  •  •  ";i«  '''' 

\)cnu  (licst'i"  (".(K'llicit'nl    isl    eine   |iiirli;il('  Uclciinniiinlc    des  ;id- 
junuii'ton  S\stcnis   \(ini     n  —  I   Icn   (iiiidc    und    dt'v   (locriicicnt. 
wt'lclu'n  die  cMitspicclu'ndc  j);iiliidc  DflciininiiMh'  des  uis|)ninL:- 
liclien  S\sl(.'nis  in  li  li;il.  ist  o,;;. ,  l"(di:licli  u.  s.  w.  [i] . 
Wenn  insbosondiMc  ?i  =  ■'{ .  so  isl 


=     /<"33    . 


I-.'      "n 


=    /<(/,,    U.  S.  \V. 


3.   l'ni  eine  parliiile  Delcrniinanle  zwcilcn  firadcis  im  ad- 
juniiirten  System  zu  bcreclinon,  z.  li. 

«/i     "jk 

"ili      "<jk 

liedai'f  man  des  Coeflicienlen .    welchen   die  eiils|)i((lieii(le  iJe 
terminante 

«/<     i'jk 

(':/(     ";/'■ 

in   /{   li;il.     Dieser  floerUcieiil    slininil    niil    di'niienii:(  ii    iilicrein, 
weKlit'ii  diis  IMudiul  a-    a  /,.  in  li  liat  !§.  4,    1    .    I'dliziieli  isl 


=  H 


llliiiiso  isl 


«/<■  'V/'  "./' 
«jr."  "i(A  "<// 
"hi    "hk     "hl 


=  /?-.r —  . V-  -   u.  s.  r. 

dajiöa  ^.  da,,, 


*)   Caichv  I.  c.  p.  8i. 
*♦)   Laghanuk  sur  k'S  pyi-.  3. 
»••]  Ja(ubi  In-t.  10. 


§•  f"', 
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Dioso  Idonlitäten  i^clicn  zuizlcich  an,  wie  man  zweite, 
tliille,  .  .  jiarlial(!  l)iflerenliaI(|uotienten  ein(M'  Delei  ininante 
durch  erste  pniiiale  Dill'erenlial(|uotienten  dcrsellien  ausdiiicken 
kann. 

Beispiel.   Weil  f§..}.   I."V  dli  =  ^  Ujj.  dau-  und 


dc<,,  =  ^  ^'^  da,,  =  Z 


b'li 


i.k  ort,-;; 


da; 


,,k  ö  a,,  ö  a,vi.      ' 


i.k 


ist,  so  findet  man 

Rdftys  -  "rs  ''^  =   -  -   «,*  "rk  dOik 
i,k 

«■^d"'*=    -    ^^«,-,  «,irf«,-A*). 

4.  Bezeieluiet  man  in  der  Determinante 

'  ?•  +  1    ~  -^  —  "u    ■   •   "r  +  1 ,)  -I- 1 

den  Coefficienten  des  l'llemenls  ftjj.  durch  ajj^,  so  ist 


")■  +i,r+\    —    '/■   > 


=    Vr-, 


^a,,.ba,. +  ,,.  +  , 
folglich  (3) 

«,.,.  V,.  -  «,.,;  +  !  «z+Kr  =  y,+i  y,-\  ■ 

Wenn  insbesondere  die  eoirespondirenden  Kiemente  (in; 
imd  (tj;i  iJiieicli  oder  conjuuirt  comijlex  sind,  so  ist  das  ProducI 
«rr+i  "r+ir  ''*^'''  ^"^^^  positiv  (§.  3,  13^.  Also  haben,  wiihrend 
\\.  verschwindet,  T^^j  und  r,._,  Werthe  von  entgegengesetz- 
ten Zeichen**). 

5.  \Venn7i  verschwindet,  so  verschwimlen  auch  die 
partialen  Determinanten  des  ailjungiilen  Systems  vom  Uten, 
3ten,  . .  Grade,  weil  sie  den  Factor  /{  enthalten  (2).  Aus  der 
Gleichunc; 


=  0 


''gi     ''gk 


folgen  die  Proportionen 


*)   Weierstrass  Beil.  Moiialsljeiiclit  1S58  p.  214. 
**)  Brioschi  Det.  p.  li. 
Bai  Izer,  Dclerin.   2.  Aufl. 


.'.II 


§.  C,  5 


"ß  ■  «/•.•  :  «/»  :   •  •   =  «.<7i  •  «.71  ■  ".71      •  • 
".i   :   "n-   •  "u   :   •  •    =   «lA      "-•/  :  «lA  ■ 

rt„  «c,,-  :  f<,-._,  «,,•  :  f<,.,  «3,-  :   .   .    =   «,,   :  «,,  :  «3,  :    .    .    . 

Wenn  iiishosoinh  i-»^  die  l'IcMiicnh^  «los  iK'izclx'iicn  SnsIciiis 
Sit  lu-st'liiilVcn  sind,  dass  a,;^.  =  ±  «/,, .  so  lial  inan  imlcr  der 
Vuraussot/uiii;  /»  =  0  liii"  jedes  / 

«,-,-  :  «,;-  :  «,-3-  :..=«,,:  «.,.,  :  «„  :    .    .    . 

(').  .\naI02e  Say/.o  Liclleii  lur  das  S\slem  der  partialcn  1)<>- 
tcrniinanlen  »?len  Grades,  welehe  zu  deniSxsteiii  (!<  r  l'.lriiiciile 

f/,,  . .  (/„„  eehören. 

Pn      ■  •     ;>./. 

Pin        ■    ■       P,,fi 

\on   denen   p.,,)  di(>  ölten   §.  '1,  0  aniic'celxMie   Hedenlunt;    lial, 
und   für    das   (adjiuiLMrle)    System   der  parlialcn   DcleiniiM.inli'n 
»  —  )ii  len  Grades 

;^'m     •  •    p\,, 

p',n     ■  •    p',,,. 

\()U  denrn  //.,^)  den  (loellicienlen  von  /).,^)  in  drv  Dclcrniinanle 
li  =  ^  ±  a,,  ..  a,j,j  Itt'dculcl.  Hei  diesi-n  llczcicliinniLion  hat 
man  die  Idenliläten 

Beweis.  Das  l'rodnct  ^  ±  p^^  .  .  ])^^,^  ^  ±  //,,  .  .  //„„  ist 
eine  Delnininanle  /<len  Grades,  welelie  sieli  auf  ihr  Anfaniis- 
iilied  IV'  rcdiuirl.  weil  ilir  I'Jcmeiil 

P,i  P'dt  +  ■  ■  +  P,,i  P'fii, 
den  W'erlli  B  oder  0  lial,  je  naelidem  die  Niimern  ;'  und  ö  iilier- 
linstimmen  oder  nielit   '§.  i,  U) . 

Ii.i  nun  /•'"  (luiTJi  P  =  ^  ±  /l^^  .  .  ii,,n  iheilhar  und  li  eine 
limclKin  crslcn  Grades  eines  lieslinnnlen  I'.leiiienls  z.  I!.  ^/,,  isl. 

•)   .Iacoiii  Grelle  J.  15  p.  lOi  und  aiiderwärls. 
*•     Diese  Idoiitiliiteu  sind  die  erste  vttn  (l.univ  I.  c  p.  102,  die  lieideu 
andern  von  I"hankk  (j»-lle  .1.  01   \>.  1150  (gefunden  woiden. 


§.(i 
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so  k;iiin   /'  \on  v'mvv  Poloiiz   noii  li  iiiii'   diiicli    ciiicii   nou   «Ich 
l'li'iiicnlen  "n,  ■  ■ ,  ('nn  un;il)liiini:iizcn  CoeriiciiMileii  unlciscliic- 

(loii    sein.     rntcM-    den   (.i  =  (       )  f^oniltinjiddiicn    der   Niiinciii 

1,2,  ...n  ii[r\)[  es  aber  ?.  =  (   '       ]  solel.c,   in  tleiien    I  vor- 

\tit—  \  J 

koinnit.    l^s  i:iol)l    also  A  Zeilen    und  A  (loionnen  des  S\slenis 

P\\i--ilhiu^    deren    genieinschariliehe    Elenienlo    Funetionen 

ersten  Grades    \oii  a,j  sind,    niilliin   ist  V  eine  Funetion  /len 

Grades  von  a,,  und  duieli  W-  tlieilhar.    Der  Quotient  V  :  W-  ist 

I,  \\'\Q  sieli  aus  der  Retracliluni;  eines  l)esondein  l''alles  ergiebt. 

Wenn  z.  B.  all(>  Elemente  der  Diagonale  a,,,  .  .,  r/,;„  den  Werth 

I  lial)en  und  die  übriiien  ]-Meinente  veiseliwinden,  so  ist  fi=  1. 

während  \)..{^  tien  Werth  I  oder  (J  erhidt,   je  nachdem  y  und  ö 

idjereinstinnnen  oder  nicht.   Daher  ist  V  =  1  und  P  :  li^-  =  I  . 

7.  Eine  j)artiale  J)eterniinauti'  des  Systems  7),,,  ••,Puu 
vom  wten  Grade  ist  dasProduct  von  li^^—(t^~^')  mit  dem  Coelfi- 
cienten,  welchen  (he  entsprechende  partiale  Determinante  des 
Systems   7/,,,  ..,  /''<,,(    in    der   Dcierminanle    dieses   Systems 

^±l>'u  ■P'iiu  '»i'li- 

Beweis.   \N  cnn  w  ie  ol)en  (2 

/;  g.  .  .,  r,s,  .  . 

i,  k,  .  .  ,  u,  V,  .  . 
Fermutationen  von  I.  2.  .  . .  /t  sind  und  darin  f,g,  . .  und  /,  /,-.  . . 
Gruppen  von  lo  Xumern  bedeuten,   wiüirend  die  iil)riij;en  fi  —  io 
Xumern  durch  r,  s,  ..  und  /<,  r,  ..  Iiezeichnel  werden,   so  kaim 
die  partiale  Determinante  wten  Grades 

I  Pji      Pfk     •    I 

Pyi       Vgk      • 


in  die  Determinante  (xWw  Grades  transl'orniirl  werden 

Pfi     Pfk     ■  ■     P/u     P/v     • 

Pgi     Pgk      ■    ■      Pyu      Pffv      • 


0        0        .    .        I  0        . 

0      0      .  .      0        I       . 


*)   Franke  Grolle  J.  61  p.  350  u\u\  noKCiiARDTs  Bemerk uiig  zu  diesem 
Aufsalz. 


>2 


§.  0.  7. 


Multiplii'irl  niüii  diox-ll»»'  inil 

P'ji     V'jk     ■   •     P'ju     P'jr 
V'gi     P'yk      ■    '      P'tni      V'gr 

P'ri     P'rk      '   •      P'ru      P' rv 
P'n      P'sk      ■    •      P'.tu      P'»r 


=  t  2.  1.  p 


■fl' 


\Nol)(>i  £  (l»Mi  Wcrtli   I   oder  —  I  li.il.  je  ii;i(ii(l»'iii  die  oMtion  Pcr- 
inulalioncn    in  eine  (lliissi-  i^chorcn  odtT  iiiclil .    so  liiKlfl   iii.iii 

P'ß<       P'/r       ■ 
V',j„      V'gv      ■ 

p'ru      P'rr      ■ 
P's„      P'sr      • 

D;ilicr  ist 

-±P'u     ■■    P'nn    -   ±  Pji   P.,k    ■■     =    '  l^"  -   -  p'ru    P' sn    ■  ■ 

\vol)ei  £2±.  p'ru  j>'sv  •  ■   <'•''»  (^otdlicifiilfn  von  ^±p'pp'g],. 
in  der  Delerniinanlc  2'±//,,  ../''„„  =  /<■""''•  licdciilcl. 


n 

0 

0 

li 

0 

0 

0 

0 

§.  7.    Determinante  eines  Systems,  dessen  corresiMtiKlircnde 
Elemente  ö,,,.  und  r/,.,  entge(,'en gesetzt  gleich  sind. 

l.  Lehrsatz.    WCmi  u   eine   Licrüdc  Z.dd   ist    und   die  Kle- 
incnlc  i\t'<.  S\sl('nis  a,,  .  .  f/„„  so  bi'stliiilliii  sind,  dass 

«/.  =  -  ",k     und     «.,  =  0  . 

so  ist  die  Dctoriniiiantc  H  =  —  ±f/,,  .  .  a„„  ein  f^uadrat"!. 

Beweis.    Woiiri  }i,„  =  !S±u^^    .  (i,,,,,,,   so  i:ilt  l»ci  iKdicbi- 
gcn  Elcriionlen  die  Idonlitäl    §.  ü,  3) 

^^111  —  i,m  —  1      ^^iiim  ""/»  —  1  ,»i      '^^m,m  —  i 

In  dem  vorlioiii'ndcn  Falle  l>ei  lioradein  in  ist    §.  3,  1  i) 


•;  Cavlky  Grelle  J.  38  p.  95.  iJer  liier  niiti-'etlieilto  Beweis  ist  von 
Horch  \ROT  t  SSM  iiii>;ei;elieii  worden.  Kinen  andern  Beweis  hat  Schliknek 
LeijiZ    Bern  lile  \STi9  p    15<  (ierulul. 


§.7,2.  r.:] 

da,-j  '  ha,,,-  düi^  ' 

roIi:licli 

Vö«,„  _,,„,/ 
(1.  I).  /f,„  (Mii  Quadfiit,    wenn  /f„j_2  ein  Qii;i(lr;i(  ist.    Nun  ist  li^ 
ein  On.idriil,  ;ilso  sind  .iiicli  //,  ,  /L ,  ..  Oniidriilc. 

2.  lin  die  rornicl  zu  linden,  deren  Ou'"''"'  tue  Delermi— 
riJinle  /?  ist,  bezeieline  inon  den  Coefficienten  des  Elements  a^^ 
durcli  IV.  niid  den  Coefficienten  des  Elements  Oj/.  in  li'  (Imch 
«,/_..    Diinn  ist  nllpemein    §.-5,  KV 

/?  =  «,,/{'-  ^'a,,  «,/,  «,;,  , 

N\enn  die  Gliedcf  der  Siunme  d;idiu'cli  L:el)il(let  werden,  dass 
man  für  /  und  A  alle  Numern  der  Reihe  2,  3,..,??  setzt.  Bei 
dem  vorausgesetzten  System  ist  /?' =  0  ,  «/,.,  =  «,/_.  (§.  ."5,  13), 
folglieh  (§.6,  5) 

\un  sind  «jj  und  or/./.  Quadrate  '!),  also  ist  aueh  cf,/_.  ein  Qua- 
drat, folglich 

=  'Za.i  Ydiir  , 
wenn   man   die  Zeichen   der  Wurzeln  so  bestimmt,    dass  das 
Product  yctii  yci]^]^  den  Wert h  u^j.  (nicht  — a^j^)  hat. 

Ilieinach  ist  y  R  ein  Aggregat  von  ^n  — 1  imal  so  viel  Glie- 
dern, als  ydji  hat.  Ebenso  kann  man  y  a,/  in  ein  Aggregat  von 
n — 3  Gliedern  zerlegen,  weil  a^i  eine  Determinante  [n  —  2ylen 
Grades  von  der  hiei'  betrachteten  Art  ist,  u.  s.  f.  Daher  ist 
]/"/{  ein  Aggregat  von 


1  .  2 
n— t)'n  — 3     ..3.1    =   


2  2    .1.2. 


Gliedern.    .ledes  Glied  von  ]//?  ist  ein  Product  von  —  Ehmen- 

ten,    unter  deren  Numern  zwei  gleiehc  übirliaupt  nicht  vor- 
kommen. Als  Anfangsglied  findet  man 

In  der  That  ist 

n 
[a^.,  rj,,  .   .  «„_,„-'  =    -1;  •■:    a,.,  a,„  a^^  «„  .   .  a„_,^„  a„_„_, 


rii  §.  :.  ■^. 

ein  ]ii»sili\  OS  (ilicd  (\t'V  |)('l('niiiii;iMl(>  IL  weil  ilit'  l'ciiniiliilioncii 

1      i     3     '.     .    .    /i  —  1       II 

:»    I    4    :t    .  .      II      II  — \ 

cilici'  (',l.is.s(>  imucliiii't'li  odt  I    iiirlil  ,    je  ii.uIkIciii         Ufiiidc    ikIcI' 
unuciMdc. 

;j.  Lehrsatz.  Dif  I'oiincl  .S  =  a^.,  a.^^  .  .  ii„^f  „  -f-  .  .  . ,  dc- 
i'on  Ou.idiMt  der  \niliiii  licl iMclilclcii  Drlcniiiiiiiiilc  l{  iilcich- 
koiiiiiit  .  isl  .dhM'iiiicnd  .  d.  Ii.  sie  crliiill  den  ciilyciioniicscl/k'n 
Wcrlli.  wfiin  ii'Ljcnd  zwei  Niiiiicni  doi"  l^Iciiicnlo  vcrt.-mschl 
\M'i'd(Mi.  und  \  (  rscliw  iiidrl  idcnl  iscli.  wenn  zwei  Nuincni  ciii- 
iiiulcr  Lilcicli  sind  '   . 

Beweis.  WCnnN,  die  Imhiik!  licdciilct.  welche  ;mis  .S  durch 
Vorl.iiischunL:  (hr  .Nnniern  /  und  /,  enisprini-'l  ,  so  isl  S^^  die 
Dctorminanlc ,  \\(dche  ;ius  l\  durch  \'cil;Misi'hun_ii  (h'rsell)en 
Numcrn  h(M'vori:ehl.  Nun  knninieii  /  und  /,  in  It  sowohl  unter 
den  ersten,  ;ils  auch  unter  dvn  /.weiten  >iuncin  vor,  also  wird 
R  durch  diese  VeilausclnniLi  nicht  veriindeit  !§.  2,  i)  ,  d.  h. 
S^^=  .S2.  Zufoli;(>  dieser  Identität  sind  die  GlifHJor  von  8,  den 
(liiedern  von  .S  der  IUmIic  nach  !:;leich  und  zwar  von  cjleieiien 
odei'  \()n  ejitize|;engesel/t(>n  Zeichen,  je  nachdeni  ein  (ilied  von 
•S',  und  das  iileiclie  von  S  uhM'ehe  oder  enlue^oniiesetztc  Zeichen 
habon.  Bedeutet  nun  <ii],B  das  Aecreiiat  der  fdieder  von  S ,  in 
denen  das  ]-"Jenient  (ijj^.  vorkonuul.  so  enthüll  //  nur  solche  J-Jc- 
incnte,  deren  Nnniern  von  ?  und  /,•  verschiedfMi  siinl  'i;,  loli:- 
licli  tieht  Oji.n  durch  VerlauschnnL'  von  /  und  />  in  'ij-jH  id)(>r. 
Die  (iliedcr  'ijj-fi  in  N  luid  '//,/ /^  in  S^  sind  enlLieizeni-'esel/.l 
liioich.  weil  <■//,-,= — r/ •/. .  rolL-lich  sind  auch  S'  und  N,  (Miliieizen- 
ticsctzl  bleich. 

Wenn  /und  /.einander  jjli'ich  sind,  so  li.il  N,  sowohl  den 
Werlh  — .S  als  auch  den  WCrili  N.  d.  h.  ,S'  \cr^chwindel  iden- 
tisch. 


*,  Die  Formel  S  isl  von  .Im. um  Grelle  .1.  -2  p.  354,  ^9  \).  SSfi)  ziirii 
Gctjrauch  beim  PFAFF'solien  liilf^rations|)roblciii  >  oiislriiirt  und  ncutülicli 
von  C.\vi.EV  .1.  c.^  mit  dem  .Namen  I'faffian  l)cicgt  worden.  Die  Eigen- 
scliyften  dersoll)cn  liat  .lAconi  olino  Beweis  und  ohne  die  fimilamcntalc 
Rei.ilion  S"'  =  l(  initL'pllieiJI. 


S.  7,  i 
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4.  D.is  mit  dem  Anfiingsi^Iied  f',2'^'34  •  •  "n  —  i  u  Ix^uinnomlo 
Aumn^CJil  .S,  dessen  Quiidral  die  Detenninniilc  /f  isl,  wii'd  uncli 
.l.vconi  durcli  die  Reihe  nllcr  Nuiiierii  dei'  in  dem  Anfangsglicd 
vorkomm  enden  I'JenuMile 

^  1 ,  2,  3  ,  . .  ,  )( ; 

unzweideutig  Ije/.eiehne!.    Naeli  dem  l)e\\iesenen  l,elii\s;Uz  (:5)  ist 

(1,  9,  3,  .  .  ,  IV   =  —  (2,  I,  3,  .  .  ,  n)  =  —  (2,  3,  .  .  ,  n,  I)     u.  s.  w. 

Didier  iial  man  im  Aügeuseinen 

j/'ft  =  ±  ( t ,  2,  . .  ,  n)  ,       ^/■«,■y  =  ±    -2,  :<    .  .  ,  «•-  I ,  /+ 1 ,  .  .  ,  h)  . 

Es  ist  al)er  nur  dann  aueli  dem  Zeichen  nach  (i) 
V"ii  Vik  =  "ik 

wenn  man  die  Zeichen  der  Wurzehi  von  den  Numern  so  al)- 
hängig  maeiit,  dass 

Yiiii  =  (-l)';2,  3,  .  .,!-  I,  /+!,  .  .  ,n)    =    {i+1,     .  ,»,2,  .  .  ,i—i)  . 

Hiernach  gilt  zni"  Kntwickelung  von  fl,  2,  .  . ,  ??]  die  Recursions- 
formel  ' ) 

(1,2,..,  n:   =  «12  (3,  .  .  ,  n)   +  a,,,  f'i,  .  .  ,  «,  2)  +  .  . 

4-  a,,-    ('+  1 ,  .  .  ,  >i,  2,  .  .  ,  /—  I;  +  .  .  +  «,,j  (2,  .  .  ,  /i—  ))  . 

Beweis.   Das  Product  y  C(ji  y  «/,/,-  d.  i.  nach  Voraussetzung 

(-l;*  +  ^(2,  .  .  ,  i-\,  i+\,  .  .  ,  n]ii,  .  .  ,k-\,k+\,  .  .  ,ni 

ist  identisch  entweder  mit  aif^  oder  mit  — a^/,. ,  weil  ctuCtj-j^ 
=  aij?' .  Nach  Vandermo.nde's  Bezeichnnng  hat  man  (§.  3,  1) 

.      ,    I    2,  .   .  ,  (■— t,  (+1,       .        .   .  ,  /( 

In  der  Reihe  der  erslen  Numern  fehiei\  I  und  /',  in  der  Reihe 
der  zweitei\  Num(>rn  fehlen  1  und  /,  .  Werden  die  übrigen  n  —  3 
Numern  der  Reihe  1.2,..,  n  durch 

j) ,  q  ,  r ,  s ,   .  .  ,  u ,  V 
bezeichnet,  so  erhäil  man  aus 

I  2,  .  .  ,  ,-1.  /+i,      .       .  .  » 

j    2,  .  .        ,       /.--  I,  /.•4-I,  .   .  // 


*)  JACOKriiiid  Cayley  (1.  c.)  gelirauclien  diese  Identität  als  Defiriilion 

von  (1,2,  .  .  ,  n)  . 
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§.  7,  i 


(lurcli  eine  l>('slimiut(>  An/;ilil  \nu  ZcicheiuN  eclisclii    §.  :'.    'i) 

I  ^i  V,  7.  >',•■,  ".  <■ 
I  p,  r^,   r,  s,  .  .  ,  V,  I 

Aus  dem  Prodiicl 

[i,  .  .  ,  i-\.  i+\.  .  .  ,  n]  i,  .  .  .  /.-I,  A-+f,  .      .  »0 

crli.ilt  rii.in  iltirch  clicscllx'  An/nlil  von  Zcitliciiwnlisrln  (•"}) 

k,   /',   (/,    r.   .    .  .    u,    V    />,   7,    r,   s,    .    .  .   v,    i)  . 
Nun  sliiiinil  diis  AMf;mi:si:li('(l  jener  Delennin.inle 

<h;,  «;»/  "yr  ";-,v     •     •     «»r  «fi 

iiiil  ilein  Anfiinusizlied  dieses  Products 

'Hp  ",/r     •    •     f^ur  »j,>j  ",.■<     ■     ■     Cri 

;nich  dem  Zeichen  nach  idxM'ein.  Also  luit  unler  der  geni.icliton 
Voi'juissclzuni:  ]«,/ |  «/,/,-  den  Werlli  a,^. ,  nicht  — Cf,^-,  w.  z. 
1).  w. 

Durch  / — 2  cxciische  \'ciM;iuschiui:_'en  linch't  ni.in 

)'rt„-  =  {—\)':i,  .  .  ,  /— 1,  /■+),  .  .  ,  »)  =    '+1,  .  .  ,  n,  2    ..,»■—<;  . 
Beispiele. 

^•±  r,„  .    .   ,,„    =   (I,  3,  3,  /.)' 
(1,  2,  3,  4)    =   rt,,  «3,  +  a,3  fl,,,  +  a,,  o,,  . 

^^±  a„  .   .  a.,,   =   (i,  2,  .   .,6)'^ 
(1,  2,  .  .  ,  6;   =  fl,,  '3,  4,  5,  G    +  rt,,  ;<,  5,  6,  2    +  .  .  +  n,,  f2,  3,  4,  5) 

=  «12  «J4  «i.;  +    «1-2  «31  «64  +  «1.:  «36  «.S 

+  «13  «4S  «.,..  +     «13  «4«  «.ti  +  «13  «4.!  «i« 

+  «M  «i.,  «Jl  +     «14  'hi  «36  +  «14  «53  ««.! 

+  «IS  «.i-i  «34  +    «15  «,.3  «4.:  +  «li  «64  «23 

+  «I.,  «-S  «45  +    «K,  «■•.  «53  +  «ir.  «25  «34    • 

0        n        b 


c 

—  n        0        /  e 
-h    -I        0  rf 

—  (•    —e    —d  0 

0        ■«    —b  c 

—  'i        0        f  e 
b    —f         0  (1 

—  f—c—fl  0 


=    'ad  —  be  +  cf  ,'■  . 


=    ad  +  bc  +  cf)'' 


§.  7,  G.  57 

5.   Uni  (l<Mi  (!n(«nici(>nlon  (l»'s  Klonienls  a,/^.  in  dci'  Foriiicl 
S  =     I,  ä,   .   .  ,  n) 
zu  (iiidcn,  l^ildot  mau 

(_i;'-'  S  =  (/,  1,  .  .  ,  (-1,  /■+),  .  .  ,  »1^ 
=  fl,-,  (2,   .   .  ,  /-t,  i+\,   .  .  ,  II    +  (i;..    3,   .   .  ,  1     4-  .   .   . 

Micriuis  crkcnnl  man  iUmi  L'osuclitcn  (locriicicntcn 

(-<;'■-'    fc  +  l,    .    .,/.--'     (ihii!'  i  1111(1  Ä:. 
Dorscihe  (Idcdicicnt  kann  auch    wie  §.  -i,   \ '2    durcli 

ausuodriickt  \\(M'd(>n.   Die  Summe 


a.-,    j. —    +  rt,.,    « — 


ÖS 

Ört^.„ 


hat  den  Worth  .S  oder  0,  je  nachdem  /  und  /,■  iilK'reinslimmen 
o(h'r  uiclil*).  Denn  in  dem  zweiten  Falle  entsprinizl  die  Summe 
dadurch,  dass  in  I,  .  .  ,  n]  die  Xumer  i  für  k  izesetzt  wird,  wo- 
bei (I ,  .  . ,  ii]  versehwindet  ('■)) . 

Der  l)il1crenlial(|uotient    .        ist  an  sieh  0. 

6.   Sind   die  Elemente  der  Determinante  R  so  besehofVen, 
dass 

»ik  =  -  «/■/ .        «11  =  ^'j-  =  ■  •  =  "„„  =  -  , 

so  ist  zufolpe  der  oben  (§.  i,  2)  i;ezeigten  Enlwickelunp^ 

R  =  z"  +  z"  -  -  Z  D,  +  z"-'  ZD,  +  .  .^- ., 
wenn 

ö/H  =  ,  «/;<■    «/./.•   • 

eine  partiale  Determinante  ///ten  (irades  ist,  (h'ren  l^lemente 
den  MediiiL'uniien 


*)  Jacobi  1.  c. 
**)  Caylky  1.  c.   Veri-'l.  Cicllc  J   SO  p.  -299. 
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^. :.  (. 


nnlfrlicizcn,  nml  —  /'„,  (li(>  Sumin<>  (I«m' l)cli>niiin;mlrn  IxmUmiIcI, 
wi'lclic  iiiis  /),^j  ('iit>|)rin^(M) .  iii(l(Mn  lüf  /./,■.  ..  ;ill('  (Idiiiliiiiiilio- 
]\v\\  \itn  je  ;//  ;uis  drr  Hcilic   I.  i*.  .  .  ,  /)  licsd/l  wcrdcti. 

Tür  miucr-idr  ///  \  (M'scliw  imicl  /',„    §.  'i.    I -i  .  für  L'cr.idc  }ii 

isl     I 

D„,  =  {>.  k,  .  :r  , 

;dso  ^  D  „  die  Siiiiinic  \(>n  (        )  ()ii;idi;ilrn. 
'"  \  m  J 

Beispiele. 


a..^    z       a..^ 


=  z'  +  z  («,,-  +  (/, 


2  <!,,      «,,      «,, 

«31       ".v:      S  «3. 

«41        «Vi        «43       -  I 


■    («l-J  «34   +  "i:.  «..  +   "ll  «.::.'■   ■ 


Z\voit(M-  Abschnitt. 
Anwendungen  der  Determinanten, 

§.  8.  Auflösung  eines  Svstein^;  von  linearen  Gleichungen. 

1.  Wenn  //,.  ...  u^^^  homop;cno  linrnre  iMinclinnoii  der 
\'iiriiil>l<Mi  rr'j ,  .  . ,  r^  sind,  iiiiiniich 

«1   =  «,,  --Pi  +  ■   •  +  «1«  x„ 

SO  hcissl  die  DeUM-minante  ?(ten  Grades  der  CocITieiiMilen 
/?  =  ^  ±  ff,,  .   .  a„,, 

die  Del  e  nn  i  iiant  e  des  Sy  sie  in  s  von  linearen  Funel  io- 
neii  ?/,,..,  II n*]. 

NVeini  die  DchMininanle  R  nielil  verschwindet,  so  üehöi't 
zu  jedem  8\slein  von  endlichen  Werllien  ^f^,  ..  ,  u,^  ein  he- 
slinunles  System  von  endlichen  Werlhen  rr, ,  .  . ,  .t^  .   Man  findet 


X/,  = 


«i,/,-.     Wi      «.,A- 


"«,A-i     "«     «/i.Ä  +  i 


indem  man  in  R  die  Ate  Colonne  mit  Xj.  mnllipliciit.  und  dann 
die  (il)riL:en  der  Reihe  nach  mi(  a?, ,  .T, .  .  •  nudtiplicirlen  (!o- 
lonnen  zur  /.len  (]i)lonne  addirl    §.  •'?,  (!' . 


,]ac(ibi  Del.  7. 


00 


(^.  S.    I. 


l)('Z(>iclincl  iiiiili  den  (litoflicicMlcn  des  IJcinciiIs  a,/.  in  /{ 
(luivli  er,/. ,  so  (M"liiill  man 

Kl'/.  =  "i/.  !',  +  ■.  +  "„/,  "„  •). 

\(Mi  (Irr  Siiiiiiiit'  «,/,",  -I- •• -I-  "„/,■  "„  l'lt"il"l  in  <l('i  Tli.il 
mir  (las  (ilicd  lir,.  iiliiii:.  weil  «,/,.  a,,  -H  .  .  -I-  «„/,.  (i„j  (IrnWCiili 
0  o(Km- /?  liat ,  \c  naclidcin  /  \(in  /,  \  <'rs(lii{Ml('n  ist  oder  niclil 
(§.3,3). 

A  ?i  IM  (' i'k  11 II  iz.    Wi'nn   r    (^inc    andre  iK^iidicne   Iidnidjirnc 

liiuMiP   l'iinclinn    Ncn./', i\^   hcdcnlcl  .    S(i    las'^cn   sich   bc- 

sliiiiinlc  .Multiplicatnicn  (',...,  r„  aiiLiclicn  \iin  drr  Ali.  dass 

C,  «I  4-  .  .  +  C„  u„   =   liv 
o'inc  ld(MUiläl  \\ird. 

2.  !»ir  Anriosiini^  des  vorliin  l)rlroclitol(Mi  linoaron  SnsIimus 
kann  .ml' die  Anriösuni:  dos  Sysloms  von  n  iiiuvircn  ('iloicininizcn 


rt,.„  f.,  +  n„,  :r,   + 


II..,.  .'•„    =    0 


ceizriindcl    werden,    indem    man   •'7,- : -r,,    lur   Xj.   oder  .^',|  =  I 

selzl. 

Man    bilde    nach    llin/.nnahme    einer    w  illlNiirlicIien    llliHs- 

izleichiinu 

f'.u,  ^„  +  «„1  .T,   +  .  .  4-  '/„„  x„   =    0 

die  Delerminaiile    /;-f-I   Icniirades 


S  = 


I  a«o    "/,,     •   ■     ">,.. 
und   iM^zeicIme   d<Mi  (".oefdcieiilen    des  l''.lemenls   n^^j.   in  S'  dnrcli 
/?,  . 

Miilli|ilicirl  man  die  ersle  (luleime  in  N  mil  .f„.  und  addirl 
man  zur  ersten  (loloniH-  die  ülniuin  di'V  Ueihe  nach  mit  .r^, 
./•.,,..  inulti|>licirl<'n  (iolnnnen.  se  \ersch\N  ind<'n  alle  l'"lenienl(* 
der  or.stcii  (lolonne.  Mithin  \  eischw  indel  'S.r^,  und  da  ./„  niclil 
verschw  inilel.  so  isl  N  =  0. 


*)  Die.se  Auflüsunj^  Nvuriif  zihmsI  von  Ijihniz  aiij;cL'el)eii ,   s|i;iI(m  von 
Chamkr  lUMi  crfuiidi'n     Vcri-'l.  §.  <   und  (j.  2. 


§.  s,  :{.  (il 

Weil  lilili  (lj^^  U^^  +  (ij^  ]l^  -h  .  ■  ■+■  '//„  /',,  liiclit  iiiii'  lin- 
/=  I,  i,  ..,  //  §.  ;5,  .'i) ,  soiulciii  iiiicli  liii'  /=  0  \  (Tscliw  iiidct, 
so  hat  man 

X^  :  Xi  :  X.,  :  .  .   :  x„    =    /{„  :  /<,  ;  /i.  .   .  .   :  /<„ 

zur  Besliiiiinung  \nn  .77,.  :  .r„  unlcr  dci-  Voraussolzunii,  dass  dio 
Gi'össo  /?„,  welche  mit  Aw  ölten  (I)  durch  /?  l>ezeichneten 
Delerminante  üliereinslimmt,  nicht  mm'scIiw  indet. 

A  nnie  rk  unji.  !>e/eichiiet  iiiiin  den  (locllicienleii  (hvs  l-üe- 
meiils  (iij.  in  /?,,  dm'cli  a^.^  so  ist 

^\'eml  aber  7f„  viM'sciiw  indet ,  so  sind  die  Vei'liiiltnissc  a^j.  :  a^j^. 
:  a.^]^  :  .  .  von  /,•  unahhäiiLiii^  (§.  G,  .')) ,  Coliilich 

-^  =  Jh-  = 

ß,  :  /},  :  «3  :   .    .    =    r<;,,  :  «/,,  :  «^,3  :   .    .    . 

3.   Anriiisuni:  des  Systems  (i)  u^  =  0  ,  .  .  ,11^^=  0  . 

I.  Wenn  die  Determinante  R  =  ^±f/,,  .  .  (^/„,j  nicht  \t'i- 
schwindet,  so  wird  dem  System  mir  durch  die  Wcillu; 
cc,  =  0,  .  . ,  a,j  =  0  genügt.  Multi[)licii't  man  die  Ate  Colonne 
von  Ti  mit  Xj^,  und  addirt  man  zur  Aten  Colonne  die  mit  a-, , 
ac.,,  ..  mulliplicirten  übrigen  Colonnen,  so  findet  man  luv  Rxj. 
eine  üeternn'nante,  deren  Ate  Colonne  verschwindende  I^iemente 
hat.  Daher  ist  Hxi^  =  0,  folglieh  a:'^.  =  0,  weil  H  nicht  ver- 
scluN  indet. 

II.  Wenn  eine  partiale  Determinante  in  —  1)ten  Grades 
nicht  versch\\  ind{M  und  die  Determinante« /{  verschwindet,  so 
wird  dem  System  der  Gleichungen  durch  die  l'ioportion 

X,  :  X.,  :   .  .   :  X,^   =    «;,  :  «,-.,  :   .   .   :  «j„  *) 

genügt,  in  welcher  a^^  den  CoeHicienten  des  Elements  a,/_.  in  /{ 
unil  /  eine  heliehige  Numer  l)edeutet.  Denn  die  Summe 

verschwindet  Tür  iri:end  welche  Numern  /  imd  /.  aus  dor  Ucihe 


*)  J.\coBi  Det.  7.     Die  Glciclmnir  R  =  0  liei.sst  nacli  Rrzoit   Hist.  de 
l'Acad.  de  Paris  1764  p.  288  die  I\esullante  der  iiiioaren  (ileicliiingen 

Wi    =    0,    .  .  ,    M^,  =    0    . 


(•-:> 


§•  •^-  •'• 


I  .  ^.  ...  n  ^.■\.  'S'.  \):\s  S\  stein  der  (ilcirliiinj^cii  //,  =  ().... 
;/jj  =  0  isl  fiiif.icli  uiilKvslinmil.  Dir  Wcillic  \i)ii  ./■,  ,  .1:^ .  ... 
wcKli«'  // —  I  lii'ücliiucii  (ilt'icIimiLiiri  des  S\sloins  fionüiicn. 
|.;t'niii:(Mi  aucli  der  Ul/.U'n  (licu-iiimy  des  SnsUmh.s. 

111.  Wenn  eine  piiilinlc  l)ilei  inin;mle  ;//lcn  (Ir.ide.s  nidii 
veisi-Iiwindet  7.\\.  ^' ±  a,,  ..(/,„,,, ,  und  die  |);iili;dcn  Dder- 
uiin;inlt'n  dir  IniluMn  (iiiide  vcrscliw  intlen  '  ,  .so  isl 

II  •       •  "l»l  "l,)/l  +  l      •'«1+1       -♦■      •      •       +      "iH      Xf, 


=    0 


III  ,111  +  \  ^111  +•  I 


+    »n.„  ^,1 


\\        •    •      "im  "i,iit  +  i    ''■iii+\      ' 

nl.s  Summe  von  ii  —  /«  pju'lialen  l)elermin;inlcn  (m-H  l)ton  Gr.)- 
tles,  welclie  nach  der  Vorau-ssolzuniZ  einzeln  \er.seli\vinden. 
Bezeicimel  man  die  (loeflieionlen ,  welelie  die  Klemenle  der 
lelzlen  Zeile  in  der  vei'scliw  indenden  Deteiininanle  lialien.  der 
Reilie  nacii  durch  /;, .  ji^.  ...  />„, .  p .  so  hat  man    11) 

X,  :  X.,  :   .   .   :  a'»,  :   1    =  )>,      P-  ■   ■   ■   ■  Vm  ■  P  • 

l>ie  (iriissen  yy,  ,  ]>.,.  .  .  sind  von  /  unal)hänL;i!4o  homoiieiic  hiicare 
iMinctioncn  \on  .r„j^.,.  .  .,  ,r„  .  Also  iienügen  tue  den  (ih'ichun- 
iicn  //,  =  0 .  .  . ,  u„,  =  0  ijenuirendcn  Werliie  von  x^ .  .  . ,  .c,i, 
auch  jeder  andern  Gieiclnmg  des  i^eiichenen  Systems,  und  (his 
gegebene  Ssstem  ist    /;  —  ///fach  unhestimml. 

4.  lU'i  besondrer  HesclialVciiheil  der  Goelhcienten  uieitt  es 
besondre  Methoden  zur  Aullnsuii^  von  S\ steinen  linearer  Glei- 
chungen. 

Wenn  die  (loeriicienten  des  ju  (I)  belrachteten  Sssteins 
von  der  Arl  sind,  dass 

und  wenn  n  gerade  ist,  so  hat  mau  nacli  (hii  Sätzen  imd  IJe- 
zeidiDungen  von  §.  7  die  AuIIosuul: 

-»,*M,  2,.  .,  n    x^=  M,    i,  .  .,k-\,h+\,  ..,//,+  u,{:i,.  ., /,  -  I,  /.  +  I, .  .,  h,  1) 
+  ..  +  u„  H,..,k-\,k+t,..,n-i}  . 


*)   Die  Behandlung  dieses  Falls    und  die  KrinUlcluni;  seiiiei-  lii'din- 
^unuen  '§.  4,  7    \ei-diiiikl  riiuii  Khh.nkukbh. 
•♦     .lA<;ni,i  Cicll,'  J.  i  p.  35r,. 


(-•!)*■  (1,^^   ..,«). 


§.  o,  5.  63 

Multipliciil  in;m  niiiiilicli  die  ii{'i:('l)(M]('n  (Jlciclumuon  der  Kcilic 
n;i;'li  iiiil 

{2,    .,/,-|, /.•+),  .  .,n]  ,    (3,..,/c-  I, /.•+(,..,«,  1),.  .,  (1,.  .,  /.--I,/.-!-!,.  .,  (/-I) 

und  iiddirl  die  ('rli.dlciicn  (ilcicliuiiiit'n ,  so  l)i>koiiiiiil  ^rj.  den 
Cocnicicnlcn 

"./.■ '-^    •-")  +  rt,/,  (3,..,H,1)   +  .  .  +  a„^,{i,..,>}-\)  , 
dosson  \\'ortli  dni\'li 

—  {k,  ^,  .  .  ,  Ä--1,  A-+1,  .  .  ,  n) 

d.iriiostelil  werden  k;inn  (§.7,  i).  Indem  ni;in  noeli  /,  mit 
1 ,  i,  ..,  /i — I  verlMusclit,  erliidl  man  liii'  den  i;esui-liten  (Idclli- 
eieiilen  (§.  7,  3j 

r 
Dfiueiien  liul  .i'^-  in  dei'  i'iliallenen  Sinnme  den  Coellieienten 

-  ;/,  I,  . . ,  /c-i,  A-+I,  . .  ,  h;  , 

\\(delier  idenliscli  verschwimlel . 

5.   Wenn  die  Cüefficienten  des  linearen  Systems  von  (ier 
Art  sind,  dass 

und  n  unuerade  ist,  so  ist  /{  =  0  (§.  3,  13),  und  den  geue])e- 
nen  (ileichunizen  wird  im  AUaemeinen  nur  durch  unendliche 
Werllie  von  x^.  Jo,..  genüiit ,  welche  /u  einander  l)eslinunte 
Vei'hältnisse  hal)en  ,2,  Anni.). 

Wenn   jedoch  die  pailialeu  Delei'minanfen  [7i — lyten  Gra- 
des «,y^,  ttg/^-;  ...   deren  Verhältnisse  zu  einander  von /,■  unal)- 
hängig  sind  (§.  0,  -V .   und  die  Wertlie  ?/, ,  u^.  ■  .  dei'  Bedingung 
u,  «,/,  +  w,  «,/,  +  .  .  4-  u„  «nk  =   0 

genügen,  so  ist  \\enigstens  eine  Gleichung  des  Systems  über- 
flüssig und  das  Svstem  der  Ubricen  Gleichuniien  nach  i)  auf- 
lösbar. 

Vermöge  der  Identität  i§.  7,  4) 

«,yr.  =     /+!,   .  .  ,  n,  i,  .  .  ,  i—  \)  'k+\,  . .  ,  «,  1,  .  .  ,  k—i; 

reducirt  sich  jene  Bedingung  auf 

«,   ;2,  .  .  ,  II    +  u„  ;3,  .  .  ,  n,  1)  +  .   .  +  u,,  ,t,  .  .  ,  n- 1)  =  0  *). 

',    Jaijoui  i.  c. 


r.l  §.  s,  .). 

Beispiel,   liilt  r  dtn  ("■Icichunizon 

—  er        '     +UZ  =  g 
bx    —ay        ♦     =  h 

U>\i:\  t'iiic  iiu-^  tlcn  licidcii  .imlcni.  wenn 
"/  +  l"J  +  <  /'   =   0  , 

nussordiMii  wird  denselben  dni'eli  unendlirhe  W'erllie  \(>n  .»•, 
j/,  z  iionüiil .  <lie  sieh  /n  (Mniinder  wie'  a  ;  h  :  r  \  eili;dl(Mi .  vur- 
nusgoselzl  d.iss  keine  (\{^\'  (i rossen  ((.  b.  c  verscliw  indet . 

Andre   lineare  Sysleine   noii   hi'sondeicr  Arl  werden  unten 
(§.  10'  iuduelosl. 


§.9.  Leliisälze  über  die  liiR'iireii  Iliirereiilialulciclnmireii. 

1.  Die  (loeriieienlen  einer  linearen  DilVerenliali^leielnnii: 
7/ter  OrdinMiL;,  welelie  kein  von  der  iMnietion  iniabliäniiiiies  (ilicMl 
enlhiill,  lassen  sieh,  wie  bnuti  'i  l»enierkt  hat.  ans  n  iiai'lien- 
liiren  biteui'alen  derselben  in  iilndirlier  Weise  y.iisaintnensel/en, 
wie  die  Coeflieienten  einer  ali;(d)raisihen  (ileielnnii:  ans  den 
Wurzehi  deis(dben.  Wenn  niinilich  y, ,  //g.  •  ■,  Un  pai'liculär(> 
Inlegrale  der  linearen  l)inerenlialu,leichuni; 

0   =  f;„  1/  +  «,  1/'  +   .    .  +  '/„  (/("* 

bcdenton,  wor'in  //('^  der  Ae  DilVereiiliahinolienl  der  l'unclion  // 
nnd  die  Grössen  r/,,.  h,  ,  ...  f/„  von  ;/,  //',  ..  nnabhiiniiiii  sind, 
so  bible  man  die  llen.  2len,  ..,  »ten  Din'erenliahjnotienlen  Non 
//i  '  U-i-  ■•  '""'  •'•''  Detei-niinanle 


K..  = 


Vi      Vm      ■    ■     yi,n-x 

y-z   y-n    ■  ■   y:,n-x 


Vu     Vin      •    ■      yn,n  —  \ 

worin  //^/^.  den  /.ten  l)ilVrrenlial(|n()tienlen  \u\\  i/^  bedeiilel.    Wird 


*)  Grelle  .1.  10  p.  189.  Die  Coeflieienten  sind  von  Lntiii  dunh  ein 
weniL'er  einfaches  Votfaliien  (lint-'csleilt  wurden.  iJcii  direclen  Wcf;  zu 
iliriT  Hf><liniiiiun:J  li;il  l.imii  zwiii-  aii'-ifdciilct,  ahrr  iii<'lil  ('in^esf;ldaf:i'n. 


§.  9,  3.  65 

min  (lor  Cocffii-icnl  \oii  //,/_.  in  /{,,    (hiich   ';(/,•=  ^   "-   (§.  3,  12) 
bezeiclinet,  so  cihiill  ni;in 

Beweis.  Niich  den  Vorausselzun2;cn  li;il  man  /.nr  Boslim- 
muni^  der  Coefficienlcn  r/,,,  «, ,  ..,  r/^  dius  System  xon  lincarcu 
(ik'ic'liunaen 

«0  Vi  +  ".  2/ii  +  ■   •  +  "«-1  2/i,»-i  =  -  ««  Viu 


(Inrcli  dessen  Aullösiinii;  (§.  8,  1)  der  für  Oj  liegebeno  Werth 
l^cfunden  wird.  Die  RcslinunuiiLi;  der  Goel'licienlen  wird  unvoll- 
koninien,  wenn  die  gej^ebenen  parliculären  Integrale  so  von 
einander  abliiint:;en,  dass  /?,,  =  0  . 

2.  Die  Determinanle  R„  lässt  sich  durch  die  Coefficienlen 

von  ?/(""')  und  if^^^  aus(hnicken.  Unter  den  anp;egel)enen  Vor- 
aussetzungen ist 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichuni^  hat  cUmi  Wertli  '^'  (§.  3,  15), 
folglich  ist 

dx  a„     '  J      a„ 

3.  Die  bitegration  der    linearen  Difl'erenti.ilgleicliung  7Uer 
Ordnung 

(I)  a  =  (i^y  +  d^y'  +  .  .  +  rt„  y(")  , 

worin  a,  a^,  a^,  . .  von  y,  y\  . .  unabhängig  sind,  lässt  sich  auf 
die  Integration   einer   linearen  Dirterentialgleichung   '/;  — w)ter 


*)   Brioschi  Del.  p.  81. 
**)  Abel    Grelle  J.  2  p.  22)   liat  diese  Relation  für  «  =  2  aufgestellt. 
Üie  allgemeine  Formel  wird  Liolville  zui-'esctirieben.    Tüsot  I.iouv.  J.  il 
p.  178. 

Ba  ll  zer,  Dtleim.    2.  Aull.  5 


66  §.  ^t.  •■{. 

Ordnung  rcduoiivn.  ^^onn  m  pnrliculiiro  lnlotir;ilr  der  (miiI',u1i(>- 
it'U  linoiircn  DillVitMitiiilizIcicInini:  /Her  Ordmiiiu 

(II)  0   =  (j,  1/  +  ((,  1/'  +   .    .   4-  ,/,_  y(") 

jjoizcben  sind.  I.AdUvNiir.  .Misccil.  'laiii'.  •'{  p.  IT!)  Ii;it  diesen 
S.il/  I7()i  ausiicsproi'hen  und  die  Mciglielilscil  Avv  ISediictidU 
n;uh,i:e\\  iesen.  Die  Hodnclion  ist  von  l)'Ai.t.Miti:ur  ^1.  i-.  p.  ;{S|) 
in  kmven  rniiissen  .lusiiefühil  worden,  tnil  dessen  Verf.diron 
I.murs  Alili;uidIunLi  iil»er  dicson  Gogonsland  (Irelle.i.  lO  p.  I  Sli) 
im  Wesenliii'lien  /jis;nnnienlrin\.  Niielidcni  niil  Hülfe  der  Deler- 
niin;nilen  \on  MAI.>IST^:^'  Cielle  .1.  "iO  p.  IM;  die  Alileilnng  des 
allcemoinen  Inleuiiils  der  (ilticiuini:  11  aus  ;; — I  p.uliculiiren 
Integralen  derselben  gezeigt  winden  wai',  lial  .Ioaciiimstiiai. 
^Crello  J.  40  ji.  48^  auch  die  Keduelion  der  allgenieinei'n  linea- 
ren DilTerenlialgleichung  (I)  durch  1)1  gcgcl)ene  parliculiire  Inte- 
grale der  Gleichung  (11  auf  analoge  Weise  ausgeführt.  Das 
hierzu  dienliche  Verfahren  ist  zum  grossen  Theil  bereits  von 
Lac.range  vorgezeichnet,  der  in  einer  spätem  Al)handlung  (Mem. 
de  Berlin  ITTöp.  190  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (I) 
durch  n  particuläiv  Integrale  der  Gleichung  (II)  dargestellt  hat. 
Wenn  die  \oii  :r  abhängigen  Grössen  y^,  y.^,  ...  ?/„,  gege- 
bene particuliirc  Integrale  der  Gleichung  (II)  bedeuten,  so 
lassen  sicii  ebensoviel  I'unclionen  von  x.  welche  durch  />, , 
/>2.  ••,  ^>,n  bezeichnet  wi'rden.  din'ch  Auflosung  einer  allgemei- 
nen linearen  Dillerentialgleichung  [n  —  mjler  Ordiunig  und  dmch 
;/}  Ouiidiiituri'n  dergestalt  bestimmen,  dass 

y  =  ''.  2/i  +  ''■,  y-2  +  ■  .  +  ''„,  y,,, 

das  allgemeine  Inlegr.d  dei' Gleichung    I    wird.    Hezeichnet  man 
nämlich 

liiircli   1/,/,  ,      --  -    «liircli    Ojy  , 


dx'- 
so  erhiilt  man 


d.i: 


?/' 

=    '^  2/n 

4-   . 

■    +  ''„ 

y 

!/" 

=    (^,  ?/,■.• 

+   . 

■   +  l'„ 

y 

,/"'-'^    =    6.  1/.,,„_,    +    .    .    +   l>„.y,„,,n-i 

unter  (hn  l'ediniiunLN'n 


§.  9,  3.  67 

f'uVl  +  .  .  +  ft„„  y,n  =  0 


(Inroh  welche  die  Verhiillnisse  b^^  :  63,  :  b^y  :  .  .  bestimint  \\  er- 
den (§.  8,  3).  Ferner  erhall  man 

?/('"'  =  ''.  y,;»  +  •  ■  +  ''„,  y„u„  +  = . 
^^■o 

eine  heslininile  l'unrlion  von  ,T.   Ebenso  ist 

y^"!:*:'^  =  ''•  j^^'^+i  +  •  •  +  k,  y»,,m+.  +  3'  + :;, 

wenn 

^1  yun    +    ■     .    +   ^,^   ?/„..,     =    -.   ,       ^     =    ='  • 

i/("'  +  -^>  =  '',  1/,.,,,  +  .  +  •  •  +  ^.,  y„,,„i  +  .  +  ^"  +  -u  +  s. 

N\enn 

_  ^       rfj, 

"11  J/i.xn-i    +   •    •    +  0||^^  ym,m  +  \    —    ^j  '       j         —    *'ii  • 

"•"  ^i,«  — wi  — 1   "^^    •    •    "+"  2«  — ))i  — i.t   "T"  '•ii  —  m 

wenn 

"11  2/i,)i  — 1    "»"    •    •    "l"  "»n  yiii,/i  —  i    ^^    ^n  —  m  • 

Indem  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  a^,  «j ,  . . 
m\dtip]icirl  und  dann  addirt,  so  findet  man  vermöiie  der  über 
//, ,  ?/2  *  •  •  •  Vni  gPiii<>chten  Voraussetzungen 

a  =  a,„  2  +  (i,„  +  i  z'  +  a„,^..  z"  +  .  .  +  r/„  -(»-'"> 

"^   ^m  +  ■:  ''■1     +    •    •    +   "«  Z.,,,  _  „,  _  2 
"•"   ''/i   "h  —  »I 

als  Bedingung,   unter  welcher  h^  y^  +  h^  y^  -h  .  .  +  h^^  y,^  ein 
hitegral  der  Gleichung  (1^  ist. 

Durch  Auflösung  des  Systems  von  Gleichungen 

^a  3/11         +      .  +  i„„  y„„  =  0 

^1  2/1  ,»«-■-■  +    ■    •    +  ^,„  ym,m-i    =    0 
^i1/i,m-i    +        ■    +   l>„ii  ym,m-x     =    = 

5* 
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§■  ••>,  :<• 


findet  111.111  ;ilt(M-    §.  8,  1) 

''.■  I<,n   =   ';.,»--.  2  .      ''.   =  l—iT        2'''' 


Äiu     = 


!/..i 


und 


H„. 


J/i  ,m  —  1   !/•-', m  —  1    ■    •    y m,m  —  i 
"Iri,»n  —  1 

der  Coof(ici(Mil  von  .'//»,_,  in  /?,,,  ist.   Die  Fiinelionoii  /j,  ,  />., .  .  . ,  /;„, 
sind  Jilso  diireli  Oii.idiiitnreii  liesliiiiinl,  n;ielideiii  r  t^efuiideii  ist. 
liii  nun  die  (ilticlmiiji ,    wodiirrli  3  bestinniit  ist,   IVei  \<»ii 
b^.  ho-  ■■  d.ii'/nstellen.   Iieiiieike  iii.in 

2l  =     ''11    1/1  m    +    ■     •    +   'V,   i/«,«, 

_     ,  »      2  _  ^ 

—  *li,ni—\  1/iwi   "•"    •    •      ■"    '/»!,«)— 1   1/111111 '   '•,  —    ^1  ^ 

Z-i  =     ^11   Vi,»,  +  .    +    •     •     +    ^,n    !/,„,„,  +  , 

=    (»Ji.m-i  !/|,)/H-i    +    •    •    +   '/„,,„,_,  y,i 

Z„-m    =     ''11   J/l,/J-i    +    •     •    +    ^«1   !/;»,« -l 

—  \'?i,«i  — 1  2/i,(j  — 1    ■*"    •    ■    +    1iii,m  —  \  Viti.u  —  x'    Y'        —    ^11  — m  ^  > 

'»Hl 

wodureli  r, .  r.^,  .  .  ,  r„_,,;    L:e|j;el>ene  Funetioneii    von  :r    sind. 
Daher  findet  in;in  dureli  DilVereutiiilion  l>ei  jiniiloi^er  Bezeichnung 

-,.  =  '',1  =  +  <i  =' 

Zi,   =   Ci-^z  +  2r.,  z'  +  i-z" 

2.3   =   Cii  2  +  3  f,,  z'  +  3  c„  2"  +  Cj  z'" 

folglich  ist 

a  =       «„,  z 

+  «„,  +  ,       (<•>    -  4-  z') 

3  +  r-    2'  +  z" 


'',., 

= 

+ 

2  '11    3' 

+  r.  3 

f.., 

z 

+ 

rv,  z' 

':. 

3 

f.  3 

Z 

+ 

3  r.,  z' 

+  3r,. 

C,, 

z 

+ 

2  c,.  z' 

+  c,  2 

f    , 

z 

+ 

'•.  2' 

•   zC  +  z<*) 
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di(^  lineare  Gleichung  (m — »jter  Oidmiti!;,  wclclicr  die  Kiiiiclion 
r.  zu  ijcnüp^on  hat.  Aus  ^lo\)^  Woith  von  :;  lassou  sich  (l;iiiii  dio 
Fuuclionen  6,,  b^,  ■  .  ,  b,n  l)('r{'chnon,  so  dass 

''.  2/i  +  ''■..  y,  +  .  .  +  /'„,  y,„ 
ein  Integral  der  Gleichung  (1)  wird.  I);i  in  den  itarlicidären 
Integralen  ?/,  ,  j/o-  ■  •,//»,  nach  lildichcr  Voraussetzung  luihc- 
sliinintc  ConsliuUen  nicht  xorkorniiicn,  da  ferner  das  jiiigenieine 
Integral  ;;  der  zuletzt  gefundenen  linearen  Gleichung  n  —  )ii  un- 
hestiniinte  Conslanlen  enthält ,  und  durch  m  Ouadiatiuen  hei 
der  Berechnung  von  6, ,  ög,  . . ,  b,n  andere  in  unhestin)nite  Con- 
slanlen entstehen,  so  hat  das  gefundene  Integral  der  Gleichung 
(I)  die  erforderliche  Anzahl  von  n  unhestininiten  Constanten, 
wodurch  es  als  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (Ij  er- 
scheint. 

4.  Die  lineare  Diflerentiiilgleichung,  welche  zur  Integration 
der  gegebenen  DillereiUialgleichung  zu  lösen  übrig  bleibt,  ist 
im  Allgemeinen  nicht  lösbar,  weiui  sie  die  erste  Ordnung  über- 
steigt. Also  konuuen  besonders  die  Fälle  m  =  fi  und  m  =  n—  1 
in  Betracht. 

Pill-  /;(  =  n  wird 

a   =   rt„  2  ,         ft„  I\„   =   —  »;,  „  _ ,  , 

folglich  ist  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (I) 

y  =  Vx  l~w  '/,,„_,  (fjo  +  yzl-~7r  'h,n-x  dx+  .  .  +  y,>l-rw  i»,,>-i  (f^^ , 

J  "/(  f/«  ,/    «/i  '•/(  ./    ««  "n 

wie  bAGRAXGi:  und  JoACHrsiSTHAL  a.  a.  0.  bemerkt  haben. 

Für  in  =  11  —  I  w  ird  a  =  fl,,_j  z  +  r/„  (r,  z  +  z']  .  Nun 
ist  (§.  ;i,  1  5; 

"w— i'i    —    7i,;i  —  2  !/i,H— i    ■»"    ■    •    T    »/;»_  I  ij  _  2  J/zi  —  i,n  —  1    —        jTI        » 

ax 


folglich 

nn.      .   =  n.         H       .  s  +  a„  — 

ax 


Zur  Auflösung  dieser  Gleichung  bedarf  man  eines  particulären 
Integrals  u^  der  Gleichung  0  =  «,j_,  u  -t-  a„  u',  nämlich 
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11^    —   e     '       "'I 

Solzl  m.m  min  iliis  /iiiiiiclisl  licsiiclilc  .illuciiicMuo  InlcLiial 

/<„_,  3  =  «,  f,  , 

folglich  ii.iih  der  .iiilkmuiiiiiiicikmi  ncv.ciclimmu 

{«„_,  2)'  =  «,,  1',  +  u,  r,,  , 

so  tMli.ill  iiiiiii.    weil    iKirli  \  oriiiisscl/imij  "„_,  ",  -+-  "„  ",,  =  0 
ist, 

mit  (Miier  vinbosliniiulcii  (ionsliuilc.    Zur  Ho.sliiiiiiuini;  von  /;,  Iwil 
man  endlich 

"(1    "/l—  1      —       n  '11,11  — -i 

''n  —  1 


^       /* "'  *^>  w 


mit  je  einer  neuen  mibestimnilcn  (loiistiinle,  so  dass 

!/  =  ^1 2/.  +  ••+''«- .  y„  - . 
das  allgemeine  InteLiial  dei"  (ileiehnnij;  (I)  ist,   \n  ie  .loAOHnjsTHAL 
(I.  c.)  bemerkt  hat.    Ih'n  licsondern  Fall  a  =  0,    in  \\<>lehem  r, 
selbst  zur  unl)eslimmten  Conslanle  wird,  halte  >lAi.MSTfeN  (I.  c.j 
früher  analog  behandelt. 

§.  10.   Prodiicl  aller  Diübrenzen  von  irt'ijebenen  Grössen. 

1.  Wenn  man  in  der  Reihe  der  (iriissen  a, ,  «.^ ,  .  . ,  a„  jede 
von  allen  folgenden  sublrahirl,  so  erhall  man  y^("  — '')  Difle- 
reuzen,  deren  Produet 

(«2    -    «,)  («3   -    «l)  •       •  (««    -    «l) 

:«„  -  «„_,) 

durch  J  a  ,  .  . ,  a„\   bezeichnet  wiid.    Dieses  Produet  rcducirt 
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sicli  auf  eine  DotonDiiianto  »ton  Grades,   dciTU  Zeihen  eoomo- 
li'ischc  ProgressioiuMi  ciillialtcu,  niimlicli") 

1 

Beweis.  Das  Prodiicl  .1/  isl  allcM-iiiicnd  (§.  I,  4).  Wenn  nnii 
a"a.J'a^  .  .  ein  Glied  von  J  isl,  so  ist  a^^a^^a^*^  . .  ein  Glied 
von  — J ^  folglieh  — a^^^a^^a^''  .  .  ein  Glied  Min  J .  Diese  bei- 
d(Mi  Glieder  von  J  sinil  entgeiieniieselzl  gleieli,  wenn  die  \ix- 
ponenlen  a  und  6  einander  glcieli  sind.  Also  l)rauchl  man,  um 
alle  Glieder  des  Products  zu  bilden,  für  die  Exponenten 
«,  6,  c,  . .  nur  \  crschiedene  Zahlen  zu  setzen,  und  zwar  Zahlen 
der  Reihe  0,  1,  .  . ,  n— 1,  weil  kein  Exponent  den  W'erth  n  er- 
reichen kann.  Die  Glieder,  welche  aus 

«1°  «•/  «3'  •  •    ««""' 

durch  gegenseitige  VertauschunL;  der  Exponenten  entspringen, 
lassen  sieh  auch  durch  gegenseitige  Vorlauschung  der  Dignan- 
den  ableiten,  und  sind  daher  (ilieder  von  J  oder  von  — ^, 
d.  h.  positive  oder  negative  Glieder  von  //,  je  nachdem  sie 
durch  Permutationen  der  einen  oder  der  andern  C lasse  ent- 
standen. Also  ist  das  Product  J  von  der  Determinante 

2:  ±  ci,"  «,>    .    .    «/-' 

nicht  verschieden  (§.  2,  2). 

n(n—i) 

Von  allen  2  ^  Gliedern  des  Products  bleiben  nur 
■1.2...«  übrig,  also 

bei  3  Grössen       6  statt       8 
»    4          »             24  «         C4 

»    5         »  1-20         »     1024   u.  s.  w. 


"-)  Caiciiy  J.  de  lec.  polyt.  Call.  17  p.  4  8.  Analyse  aigebr.  11t  2  und 
Note  IV.  Jacobi  Grelle  J.  22  p.  3G0.  Das  Product  der  DifTercnzen  der 
Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  war  \on  Wahing  ,  Lackamjk, 
Vandi;r.m()M)i:  betrachtet  worden.  Bei  dem  Letztem  findet  man  den  be- 
sondern Fall  des  obigen  Satzes 

(6  —  fl]  (c  —  a]  [c  —  b]  =  ab-  —  a'b  +  bc"  —  b'v  +  ca''  —  ra 
Hist.  de  l'Acad.  de  Paris  1771  p.  369. 
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Beispiel. 


(n,fi,  -  «.,/*,    ff,/9.,  -  «j/«,'  «;/».,  -  nj^)    = 


2.  .Ifdc  uiiiizi'  iillcrnirciulc  l'unction  ilcr  Variiiblcn  r<,, 
a2,  •  •  •  ff„  'J^l  durch  (l;i.s  rrodiicl  tlvv  DitVcrrnzcn  ^  («, ,  ...  «J 
thoilhiir  *y .  Donii  diircli  die  i:c'i;(;n.soiliur  Vciiim.scInmL:  von 
iriii'iid  zwei  V;iii;d»li'n  crliiUl  dio  Funcliou  den  c'nti:o.ucii|.;('.s('lzl 
i:loiclj(Mi  Wriih;  daher  vorscliwindct  sie,  wenn  dio  licidon 
Varial)len  von  oininulor  .sie  li  niclit  uiilcrschcidcn  (§.  2,  4)  ;  also 
isl  .sie  (hnx'h  die  Diflorenz  dei selben,  mithin  cUnch  dits  l^oehiel 
J  llieill)ar. 

Der  Ouolionl  der  uanzen  allernirendon  I'utulion  (hncli  d.is 
Produ<'l  (h'r  DilVerenzen  iiwer  Vari;d»len  isl  je  nach  t\vv  .\nzahl 
der  Dimensionen  entweder  eine  von  den  Varialden  unalthanuipe 
Zahl ,  oder  eine  (permanent)  symmetrische  Function  th'r  Va- 
riablen. 

Z.  B.  die  Determinante  (Ij  .^dzaj^ag'  •  •"«""'  '■'^l  ^"'"^ 
ganze  alternirendc  Function  von  ebensoviel  Dimensionen  als  das 
Producl  ^.  Der  Quotient  der  Dctei  ininant«-  dmi  h  ilas  Product 
ist  I,  weil  das  Anfangsplied  der  Delcrminantc  mit  dem  Anfangs- 
glied des  Products  auch  detu  Zeichen  nach  iil)eicinstimmt. 

Andre  Beispiele  soIcIkm'  Oiinticnlcu  kommen  im  Folgenden 
vor.  Die  allgemeine  Berechnung  derselben  isl  nuu.Iacobi  Ci'elle 
.1.  2i  p.  36,3  gezeigt  worden. 

3.  Wenn  qp,'.2)  =  a,„  +  rf,,  x 
hat  man 


«„_,,,  ac"-'  ist 


so 


1       «,      .     .       < 


'o,n  —  I       •     •       "n  —  i,n—  i 


1       ff„ 


nach  dei-  >hdtiplicationsrcge|  1^.  5,  4). 


*)  Cai.chy  1.  c.  p.  46. 
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Ist  (jp,  •/)  nur  von»  /ton  Gnide,  d.  h.  a^j.  =  0,  wonn  /,  >  ?, 
so  reduciil  sirh  die  DeU-rniiniuile  der  Cocfliciorilon  aiil  ihi-  An- 
fitngselicd,  und  njan  erhält*) 

Doti)  obiizen  Lehr.s;ilz  sieht  ein  Hllyerneinorcr  zur  Soilr. 
Wenn 

F  x,y)   =  if,x   +  (f,x,y  +  .  .  +  7„_,fx)i/"-' 

=  ^aij.x'y'' 

eine  Summe,  deren  (jlicder  izebildel  werden,  indem  riuin  für  i 
und  k  idie  Zahlen  von  U  bis  n — I  setzt,  so  crhült  man  bei  nuch- 
nialiger  Anwendung  der  Multiplieationsregel**) 

4.   Wenn  man  das  Produet  aHer  Differenzen  der  Grössen 
or, ,  .  .  ,  a„    mit    dem    Produet    aUer    Differenzen    der    Grossen 
/?, ,  ■ ' ,  ßn  nmltiplicirt,    so  erhält  man  eine  Determinante  «ten 
Grades.  Nach  der  Multiplieationsregel  (§.  5,  4)  ist 
^(«,,  ..,«„)  j:ß^,  ..  ,ß„) 

1  «,  .      .         «,""'1  1  /?!         .      .        /?i"~'       j 

1  «„  .  .  «„«-'     1  /?„  .  .  ^„"-'  I 

wenn 

S/.  =  1  +  ««/'a  +  '^.%V  +  ■  ■  +  «."-Va"-' 
oder  wenn 


11       •    •      "-m 


<-«,Va"***) 


^  -  «,^x 


Insbesondere  ist 


^  iß,  ,..,«„■  = 


«0  «1        • 


"n — i      "« 


=  s„ 


wenn 


Sj  =  «,'  +  «2'  +  .  .  +  «„' 


*)   BoRCHARDT   ubci    cioe  Interpolationsformel.    Abh.   der  Berl.  .Acad. 
1860  p.  4 

**i   BoKCHARDT  Berl.  Monatsbericht  1859  p.  378  und  Grelle  J.  57  p.  112. 
***)   Cauchy  Excrc.  d'  anai.  2  p.  169. 
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Demi  in  dicsrni  Knilc  rrdncirl  sich  (l;is  Kleincnl  r^j.  i\oy  /u  |)il- 
(iciiilcii  Dclrniiiii.mlc  juil"  dir  Suiuuu'  dtT  [i+h—  -Jjivw  Polcn/cn 
t\cv  (H(is.sfn  «,  .  .  .  ,  a„  . 

\\\i:ci\\v'\i\cv  liiil  iiKin  "i 


Z[J  «,,  «,,,..,  f<„,)=]   = 


=  s,. 


wenn  dir  Simmn'  die  siimmlliclicn  (       )  Glieder  urnfjissl.  wel- 

\m  J 

che  iiiis  dem  Aiil;ini:si:hed  J  ct^,  a^,  ..,«,„;"  diidnrch  cnl- 
springen.  d;i.ss  ;in  die  Stelle  der  Grössen  er,,  er,,.  ..,  o,„  je  m 
verschiedene  ;uis  der  Heihe  a, ,  .  .  .  «„  ueselzl  werden.  I)eiiii 
unter  Verjuisselzimu 

ist  die  durch  S,„  bezeichnete  Determin;uUe  in  eine  .Summe  \on 
Quadraten  zerlegbar  (§.  ö,  2),  nämlich 


iiii  — 


=  2' 


1      «, 


1      «., 


f 


wobei  das  Sunnuenzeichen  die  angegebene  BcMleutunu  hat. 
5.   Ebenso  wird  die  noch  umfassendere  Summe 

durch  die  Determinaiit(>  mten  (JiNules 


T  = 


'. 


'«I  —  1       'in        •      •       'im  —  2     I 

ausgedrückt  '';,  \\enn  xcx-   gegeben  ist,  und 
Setzt  man  insbesondere 

(I)  X  (t,     =    bi  [x  -  rci) 


*)   Caylky  I.irniv.  J.  H  p.  i98  und  Hmuchaküt  l.ioiiv.  J.  12  [i.  5H. 
*♦)  JoAciiiMSTiiAL  Grelle  J.  48  p.  394  und  Borcuardt  über  eine  Inler- 
polationsforniel  p.  H. 
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so  wird  /,,  =  II, fX  —  "m+|,  "i><I  die  Dclrrminaiilc  7'  liissl  sicli 
in  ciiir  J)('t<Miiiin.into  ///-+-  I  Ich  <irades  IrfMisIV.rriiiicn ,  wio 
fol-f). 

Nachdoiii  iiuiii  jede  Colonno  inil  —I  imdliplicirl  Iwil.  liiidct 
man  (§.  2,  1 , 

u„  tt,  .     .        1 

U,   —  U„X  U.,  —  U^X  .      .         0 


T  = 


'In,   -   ll,n~,X         »,,,.,    -    U,„X        . 


Addirl  man  zur  zweiten  Zeile  die  mit  jo  muitiplieirte  erste  Zeile, 
so  behält  man  in  der  zweiten  Zeile 


Wenn  man  diese  mit  x  mulliplieirt  und  zur  diillen  Zeile  addirt, 
so  behält  man  in  der  dritten  Zeile 


H.,  H. 


ti, 


X-  , 


u.  s.  f.  Daher  ist  unter  der  Voraussetzung  (I) 

W,  U.,  .      .         W,,,  X 


T  = 


"^m-i        ^ 


"m  "»i  +  I 

Setzt  man  ferner 

so  w  ird 

tu  =  W/i  + .;  -  "/( + .  a;  -  (W;,  + ,  -  u,,  x)  y 

und  die  Determinante  T  kann  in  eine  Determinante    ni +  2)ieu 
(Irades  transformirt  werden.   Man  hat  nämlich  wie  vorhin 


T  = 


1  W|    —    W,,^  "j    —    U^X 

0       u..  —  M,a;  —  (m,  —  u^xy      u^  —  u.,x  —    ti..  —  m,x  y 
0       «3  —  M.^a;  —    u..  —  u^x  y       «<  —  u^x  —    «,  —  u.,x  y 


1  u,   —  Uf,X 

y        u.,  —  M,  X 

y'"     «m  +  i  -  «/»•« 


"im   ~"    "j«!  —  1  -^ 


*)  Vergl.  Jacobi  Crello  J.  30  p.  (29. 


7«) 
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0  I        0 

1  (/,.       II  ^    —   M„.J 
y       M,        M.   —   M,X 


!    y  ",»       »n,  +  i 

().    Dir  DciiMriiiii.mU"  //den  (iiiulcs  (i) 


ifii  — 


=  2  I  _/,«,,  ...r<J^j 


kinii  milcr  iler  Vnrjnissotzunt: 

f(x)   =   a„x"  +  «„_,  a;"-'  +  .   .  +  „^ 

=  «»  (^  -  «i)(«  —  «-J  •  •  i'a;  —  «„I 

(liirch   die  Cocfficiontcn   von  f[x)  ausgodrilckt    wcM-dcn.     M.in 
bilde  aus  den  m  —  2  Zeilen 

1      0      0     .  .     . 

0      1      0     .  .     . 

0      0      1     .  .     . 


lind  ,ins  den  m  folgenden  Zeilen 
0      0       .    .     0      s„ 

0         0         .      .       5„       5, 


S,  «2 ^2111 --2 

ein  System  von  (2m — '2)^  Elenienlen,  dessen  Determinante  von 
S,„  nicht  \ erschieden  ist  (§.2,  6).  Die  Colonnen  dieses  Systems 
werden  Iransformirl,  die  erste,  indem  man  sie  mit  n„  miiltipli- 
cirl;  die  /weile,  indem  man  sie  mit  r/„  iniilliplicirt  und  /u  ihr 
die  mit  "„_,  multi|»licir"lc  rrsle  Coloniie  addirl;  die  dritte,  in- 
(Iriii  iiKiii  sie  mit  a,^  muitiplicirl  und  zu  ihr  die  mit  "„_,.  "„  —  ^ 
luulliplicirtf  2te,  Ite  (lolonne  addirt :  u.  s.  f.  Dadurch  eiilstehl 
das  S\ stein  der  )ii  —  2  Zeilen 


";i 

";<  — 

';i  —  -J 

0 

fl„ 

«,,  -  I 

0 

0 

<■'« 
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und  der  ?»  — 1  folsiondoii  Zeilen,  die  mit  m  —  2.  ?»  — 3,  . .  Null<'n 
;inriin|j;en, 

^        •      ■       ^  (In  ^0  Un  ^,    +   «„  _  ,  S, 


und  der  Sclilusszeile 

Die  Deleriiiiniiule  dieses  Systems  hat  den  Werth  ^'/"'~^S',,„ 
(§.  3,  4.  G),  und  die  Kiemenle  können  niil  lliiH'e  der  Newton'- 
schen  Idenlitiitt^n*) 

rt„s„   =   na„ 

a„s.,  +  a,,_^s^  +  a„_.,s^    =    («-2j«„_., 


lediuiil  werden.   Für  die  Schlusszeile  lial  man.  weil  s^^  =  n  ist, 


Demnach  findet  man 


^iii   — 


'n  —  ■-■ 


0  «a„  (»_i)a^^_^ 

«a«        (H-i;a„_,      («-2)a„_, 


eine  Determinante  {'im  —  2) len  Grades,  bei  welcher  die  m  —  'i 
ersten  und  die  m  —  1  folgenden  Zeilen  in  Bezug  auf  die  nicht 
verschwindenden  Elemente  übereinstimmen.  Insbesondere  ist 


a,.'S.,  = 


««-I 


2ö„_., 


*)  Newton  Aiitlim.  univers.  ed.  's  Gravesande  p.  192.  Man  leitet  die- 


selben am  einfachsten  aus  dei'  Identität  der  beiden  für 
bietenden  .ausdrücke  ab. 


sich  dar- 
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««  n«  - 1  «;i  - ; 


'n  —  3 


1    0  nti„  »'-':"„-,        "-^  "„-•• 

—  (i,^'  >,    =  u.  s.  \v. 

>i(i„  H— 1  (J„  _  ,        ri  —  !ä  (!„_..       /i  — ;<(/„_, 

i   </„_,      ^"„-v  3,i„_  ,  '•«„_. 

7.    Ons  OiiiidiMl    tlfs  l'iodiiits   von    ;iI1»mi  DilVt'rcir/cn   der 
(ii'üsst'n  a, .  «^ .  . .  .  a„    i 

.*?„  =  ■  t  ('^  ,  «...  ■  .  •  ,  «,/' 

kiiiin  (liiifli  WtMllic  (los  DilV(MtMili;ili|U(ilitMUtMi  doi'  Fmuliuii 

/■  a;)    =  fl„  ic  —  «, )  a;  —  «„)  .  .    (ar  —  «„) 

ausgedrüikl  worden.   M.m  Iwil  niimlicli 

r;«,)  =     ('„     «1  -  «i'  «1  -  "z  ■  •  («1  -  ««1 

/■'(«.)   =   («.,  —  «,        a„       («,  -  «,     .    .    (ff,,  -  «„) 

r(«3^     =      «.<  -  «1     «;.  -  «:  «H  •      •       "^  -  ««! 

folglich  *) 

«(/i-i) 

EhernliditM-  (indot  num  für  m  <  ?? 

ni  (»1  —  0 

wenn  durch  P  das  Product  nlloi-  Dillorcnzen  doi*  Cirüs.spii 
a, .  .  .,  a,„  von  den  Grössen  (Suhlrnhenden  «,„  +  ,.  •-,  of„  l>c- 
zeichnet  wird. 

Beispiel.    Wenn  a^ ,  .  . .  ß„  die  nlen  Wuizein  von   1   sind, 
so  ist 

fr     =   x"-i  .       f'x     =   wo;"-',       «,«,..«„   =    (-1;"-', 

//'«,,  . . ,  «„  -  =  (-v  ^         w"  . 

L  nd  wenn  a„  =  1  .   so  li;il  niiin 

.  ,  , ..  (h  —  I  )(ft  —  v) 


*;   Caichv  J.  de  lY-c.  polyt.  Cüh.  -17  p.  *8.5. 
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8.  In  der  Delorminnnlo  7?(en  Grades 

1       f<,      .    .     «,"--'     tt, 
P  = 

I    1         "n       •      •      ««""■'      ■"/, 

li.it  (l.is  I'lcniciit  Uj  den  Coefficienlon 

(_  1 ,"  - ' .  /  [t<^ ,..,«,_,,«,  +  ,,..,  «„'1  , 

wie   sich   ergiebt,    indem   innn  die   üe   Zeile   /ur   Schluss/cile 
macht  fS.  3.  11.  Nacl»  der  aniieüeltenen  Be/.eielininm  ist 


Bildet  HKin  nun 


Ui  -  «,)  .  .  [«i  -  «,•  _  ,  j  ^t(-  ^ ,  -  «,•) 


r(«.)  =  («,-«.)  •  •  («,- «i-i)(«.- «,+i)  •  •  «i - f^,^ 

.so  findet  man 

„  ^   _  ^  '«1  •  •  • '  ««■ 


(-1; 


'  .  /  f<, 


ri«i) 


und  dalier  foltiende  Entwiekelunü:  der  gegebenen  Determinante 

^  =  (fI«J  ^  •  • -^  r^)  •^'" «"'■ 

9.  Bezeichnet  man  durch  P,.  die  Determinante  ,  in  welche 
P  (8)  übergeht,  wenn  a/"  an  die  Stelle  von  U;  tritt,  so  hat 
man  *) 

"i         ,  ,       "^ _   £> 

/■'(«,)  ■    ■         /"(«„)  ./  «, ,  ..  ,  «„] 

Die  Determinante  P,.  versehwindet ,  wenn  die  letzte  Co- 
lonne  mit  einer  der  übrigen  Colonnen  übereinstimmt.  Also  ver- 
schwindet die  Summe  der  Quotienten  für  7-  =  0 .  I ,  . . .  n  —  2  . 

Die  Determinante  P,.  geht  in  das  Producl  zf  \d)er.  wenn 
r  ■=  n  —  1  .  Also  hat  für  r  =  n  —  1  die  Summe  den  W'erth  1 . 

Die  Determinante  P,.  ist  eine  ganze  alternirende  Function 
von  «,,  . . ,  a„.  mithin  durch  das  Producl  J  theilbar  (2).  Also 
ist  für  ?•  >  71  —  1  die  betrachtete  Sunmie  eine  symmetrische 
ganze  Function  Q,.  der  Grössen  a^J  .  . ,  a„  von  ?-  —  n  +  I  Di- 
mensionen. 


*)  Cacchy  I.  c.  p.  497. 


HO 


(j.  10,  \). 


Wt'uu  nun  Cp{-r)  =  n„  -»-  a,.T 
iii;iM  iius 


r/., .7'*  -♦-  .  .    isl ,    so   liiidfl 


"„  (    ,  +      ,-    - 

"V/    'M        A'K) 

CK,  !(., 

/",«■..) 

"  •  (  -r^    +    ■  ,  •    ■ 

■  V'(",        A' "..) 


A'K)/ 


(liiicli  Addilioii  der  (Idloniicli  die  Siiiiiino 


Y(«i) 


'/'««) 


und  duicli  Addilidii  (Irr  Zrilcii  den  WCilli  dioscr  Summe,  iUt 
verscIiNN  inck't .  wenn  der  (liiid  vim  (p{fr)  geringer  isl  ids  ?/  —  I, 
der  ;il)er 

«»  +  "/i  +  ,  Q„  +  i  +  •  • 
belrüL.'!.  wenn  (p{x]  von  einem  liitliein  (Irade  isl*). 

Anmerkung.    Nach  dem  Fund,iiiiciil;dsal/.   illici- die  ge- 
hroclienen  i"atinnnl(*n  Functionen  ist 


/•(2)  (z  _«,)/•'(«.)  •     •  (2t  -«„)/•'(«„)    ■ 

Entwickelt  man  beide  Seiten   die.ser  Identiliii   muh    fallenden 
Potenzen  von  z,  so  findet  man 


'^  =  rfo  ^ 


r(«„) 


als  Coefficienlen  von 


,  — r— 1  **\ 


10.   Durch  l'Jit Wickelung  der  Deteirmnante  (I) 
1        «...      «."-' 


.^  («, ,  . . ,  «„)   = 


<        «. 


nach  di'i)  IJemenlen  der  /len  Zeih'  eiliäh  man  (§.  'i,  -i) 


*)  Den  ersten  Tlieil  dieses  Salzes  halle  Eclkk  Calc.  jnlegr.  II  §,  tt69 
cet-'ehen.  Durch  Jacobi  CrelTo  J.  \k  p.  '^81  isl  diT  Salz  auf  Fünf ijonen  vcui 
i  Varial)len  ausi^edehnl  worden. 

**,    Jacoiu  Disij.  (If  fracl.  simpl    lS2.j  p.  5. 
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Denselben  Worlh  hat  (8) 

(-1;" - ' /■'(«,•)  .1 :«, ,..,  f^_ ,,«,  +  ,,.. ,  «„)  . 
Nun  ist 

\V(Mni  man  durcli  (',■/,.  die  inil  dein  Zeichen  ( — I)'''  verseliene 
Sinnnie  {\k.h-  Pioducle  von  /,•  versehiedenen  Grössen  der  Reihe 
«, ,  ..  ,  «i_i)  "(  +  i  7  •  •  ?  ^M  bezeicluiel.  Daher  hat  man  die 
Identität 

11.  Aus  dem  linearen  System 

.r,  +  X.. «,+..+  ,«„  «, 


a;,  +  a.\,  «„  +  .   .  +  ic^j  «,/'     '  =  «„ 
findet  man  naeh  §.  8,  1 

Xk  ^/  f^i  ,  . .  ,  c-n)    =  «,  <) a   +  •   •   +  ««  t^«/ 
mitliin  (10) 

'^^  ~  n«;;  ''"-^  "^  ■  •  "^  /><«)  "■"-^'  ■ 

Die  ganze  Fmiction 

if\s)    =   x^  +  .r.,Z  +   .    .   +  a;,,  2"~' 

welche  für  z  =  a^,  .  . ,  a^^  die  Werlhe  //, .  ...  k^j  anninnni ,   ist 
wie  bekannt*) 

+   .    .    + 


Dabei  hal  man  nach  der  angegebenen  Bezeichnung 


/■(2,'     _   „„_, 


In  der  That  wird  durch  die  Vergleichung  der  Coefficienten  von 
z^'^~^  die  obige  Angabe  von  Xj^  bestätigt. 


*)  Lagrange's  Inlerpolalionst'ormel  M795)  J.  de  l'ec.  polyt.  Cali.  7— 8 
p.  417,  welche  von  dem  Futulaincntalsatz  über  die  gebrochenen  ralionalen 
Functionen  sich  nicht  unterscheidet. 

Ballzer,  Deterni.   2.  Aufl.  6 


S2 


§.  10.   12. 


12.    Alls  (li'iii  linc.ircn  S\sI(Mh 

•T,  +    .  .    +  .r„  =   1 

^,  ff,  +    .   .    +  .r„  «„  =  / 


«M-liiill  iiKin    §.  S,   1) 
1  .    .     1 


-f-   x,,«"-'    =   /"■ 


1 


1  4 


?i  —  I      iji  —  1 


Selzt  man  l>ciilerseils  (l;is  /le  I"lleineiU  iinsl'^iido,  .su  bleihl  iihiii^ 
a:.  =    Li *i 

13.   Aus  (lein  alliicMiioincrn  liiuMi'cMi  Sy.slcni 

a;,  «,  +    .    .    4-    ;i„  «„  =  u.. 


fiiidt'l  m;in  n.icli  der  .iiiLiciKiinincncii  Bc/.eiclmuiiu  (10) 
a;,-^/(«, ,  . .  ,  «„    =  w,  «f,,  +  .  .  +  u,^  J.„ 
a;,- /•'(«,)   =  M,  C,-,„_,   +   u.,  C,,„_.,  +  .  .  "  . 

In  der  Thal  i.sl  (H) 

_    /"^ 

■"  I 

eine  Fnnclion,  welche  für  z  =  «,-  auf  /"'«,)  sich  redncirl,  wäh- 
rend .sie  hei  andern  Werlhen  von  :;  au.s  der  Reihe  a, ,  • . ,  a„ 
verscjiw  iiidcl. 

Anstalt  der  Giiissen  C,„_,,  C,„_2.  ..  findet  man,  wenn 

/z.    =   :"  +  r-.s"-'  +  .   .  +  C„_,z  +  (•„ 


•     I>.xr,i«AN«F.  Mrm.  dp  Berlin  1775  p.  185.      CArr.iiv  .T.  de  iV-c.  polyt. 
Call.  17  |i.  73. 

**)  CAOcriv  .\nal.  algrbr.  III,  ). 
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gegeben  isl,    audio  Ausdrücke    anf    fdlLrendciii   Wege*).     Man 
l>il(l(>  die  I'iiiutionen 

f,[z)   =  z    +   C, 
r.,[z,    =  :;-•   +    C,z     +    C, 
f,!z]    =  ='  +   C,=-'  +   C,z  +   C, 
11.  s.  \^  .   Dann  lial  man.  weil  z^'  —  /'''  dtu'cli  -  —  /  llieilbar  ist. 

; =    /n_,12j    +  tfn_^Z     +    .    .    +  / 

Z  —  { 

und  insl)e.sondere,  weil  /'{cc^)^  /("2))  ••  verseliw  inden. 


II.  s.  w.  Aus  diesem  System  erliidt  man  vermöge  der  gegebe- 
nen Gleichungen 

f'z)     i—  +  ■—   +  .  .  +         "■ 

(z  —  «,  Z  —  t(.^  Z  —  ((„ 

=    Wi/"n-i(z)     +    U.,f„_.,'z)     +    .    .    +    U,,   . 

Demnach  erscheinen  x^,  x^,  ■  .  ;ils  die  Zähler  der  Parlial])rüclie, 
in  welche  man  die  gebrochene  Function 

zerlegen  kann.  Für  z  =  «^  bleibt  übrig 

Hiernach  sind  die  Ausdrücke  /",'«/),  f^'^i)  ,  .  .  gleichbedeutend 
mit  den  oben  gegebenen  Q, ,  Cj-g,  .  . ,  und  enthalten  die  Grösse 
«j-  nicht,  wie  man  bei  ihrer  Bildung  bestätigt  findet. 

Wenn  insbesondere  »,  =  1 ,  Uo  =  t?  Wg  =  t^^  . .  ist,  so  wird 


/•«-.(z)  +  </■„-.  :2; 


<  —  2 


in  Uebereinstimmung  mit  (1 2) . 


*)   Lagrange  Möm.  de  Berlin  1792    p.  248.    Vergl.  Schf.ibner  Leipz. 
Berichte  1856  p.  65. 

6* 


84  §.  hl.  r.. 

14.    I-lino  lioinoii(Mic  !.:.in/.o  l'iinction  dor  V.iri.ililcii  ./•  iiiul  // 
von  //(  Dimciisidiicii 


worin  r  ;illt'  Ziilil<Mi   \o\\  0   liis  in  und  (       )  di'ii   /Icn  I{inonii;il- 


totilicicnlcn  lici  dem  ICxpononlcn  )>i  iMdcnItt.  k.mn  Imi  iniur- 
iMdoin  //(  im  AllLicnK'inen  iuif  die  l'orin 

^"    Pi-r  +  UiV'" 

m^ldiiclil  wcrdiMi,  so  dass  /allcZiddcn  \on  I  Itis  Ucdfiilcl. 

Denn  die  //)-+-!  Coofdcionten  p, .  /)., ,  ...  </,,</.,...  sind  dniili 
die  /// -I- I  i:('L;«'lM'iU'n  (iiüsson  a,j,  a,  .  .  .  .  a,^^  im  Allgemeinen 
Noilsländig    bestimml.       Mei    iieradem    ///    lileihl.     wenn    man 

i  =:  I.  2,  ,.,         "  setzt,  \on  (Kmi  ///  +  2  (loet'lieienlen  yv, .  p^i-'i 
7,.  r/o.  .  .  einer  unl)ostiniinl. 
liM  die  l'unetion 

a,x-''-'  +  rt.  C^V')  x'-'-'y  +  .  .  +  «,„  _  .  i/-"  - ' 
in  die  Form 

P.  a-  ^  fUV  -"  ~  '    +     P-X  +  q.,  y  ■■"  -'+..+     p„  .V  +  (j„  y  '"  -  ' 
zu  luincen*^),  setzt  man 

'/i  =  Pi'U  >        P,'""'  =  ^i 
und  erliiilt  die  HedinLiuni-'en 

«„  =    h,  +    .    .    +    b„ 

a,  =6,«,  +  .  .  +  t„«„ 

1/,  «,- 


a.,  =   l>,i(,'  +  .   .   +   Ij..«.." 


Oaiin  bildet  man  die  |''nneliiin 

s  -  «,,  .  .  (3  -  r,,     =    C„  +  C„_.,z  +  .   .  +  C,  3"-'  +  3"  , 


•)  SvLVESTEK  I'hilos.  Mi);^.  1851,  llp.3'Jl  '»«l  diese  Trunsfonnalion 
pozeifit  und  den  gesuchten  Ausdruck  die  canonisclic  Komi  «ler 
Function  ^cnnnnt.  Leber  die  canonische  Form  einer  honioj/encn  Function 
geraden  (irades  von  2  Variablen  bat  .Syi,vi:stkr  a  a.  0.  und  Candjr.  and 
Dubbn  nialli.  J.  9  p.  93  weitere  Lnlersucliungen  iiiilgelhcill.  Vergl.  CAYLtY 
Grelle  J.  54  p.  48. 
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welche  verschwindet,  wotiii  :j  einen  derWerthe  «^ ,  a^^  .  .  an- 
ninniit,  und  iiewinnl  mis  der  Ileti,  2tcn,  .  .  I5edini:unir ,  indem 
man  jedesmal  die  n  foliicnden  Bedingungen  Iiinzuzieht,  das 
System  von  Gleichungen 

C„  fl„         +    C,,.,«,     +    .   .    +    C,  a„_,     +    (i,^         =0 
C„  rt,         +     C„  _ ,  a.     +    .   .    +     (',  r?„  +    a,^^^     =0 


+     C,  «.,„ 


=   0  . 


C,  2"- 


=    0 


Da  nun  /.ugleicii 

C„    +    C„_^z    + 

wenn  z  einen  der  Werthe  a^.  . . ,  «„  hat,  so  giebl  es  \on  0  ver- 
schiedene Grössen  C\,  ..,  C,j ,  welche  diesen  n+l  Gleichungen 
genügen,  unter  der  Bedingung  (§.  8,  3) 

\  a„     .    .     a„_,      1 


1  z 


«.;i-i 


=    0 


Diese  Gleichung  gehört  zu  den  oben  (ö)  betrachteten.  Nachdem 
man  ihre  Wurzeln  a, ,  a^,  •  • ,  ««  berechnet  hat,  findet  man  die 
Grössen  b^,  •  ■ ,  by^  aus  den  ersten  n  Bedingungen  (1 3) ,  und 
zwar   l)cstimnit   unter   der  Voraussetzung,    dass   die  Wurzeln 


.  alle  von  einander  verschieden  sind. 


15.  Wenn  die  ganze  Function  (p  f/, ,  . . ,  Q  in  Bezug  auf 
jede  der  Variablen  den  [n — l)ten  Grad  nicht  übersteigt,  und 
wenn 

f  z,    =    iS  —  c<^  Iz  —  a.,]    .    ,    [z  —  «„)  , 

so  findet  man  durch  wiederholle  Anwendung  von  Lagr.wge's 
Inlerpolationsfurniel  (■!  I) 


fih) 


=    i: 


(f'"h> 


h,     /■'(«/,}  (^  -  «ä) 


=    z 


m  •  ■  ft„)     h,  i. . .  ,p  r .«;., . .  /■'(«;,:'  ((,  - «;,  •  •  '« - «/, 

eine  Summe  von  /("Gliedern,  welche  dadurch  gebildet  werden, 
dass  man  für  h .  i.  .  . ,  p  alle  Zahlen  von  I  bis  ?!  setzt. 
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WCiin  iii.s|(c.suii(lt'ic  die  Iimrlidii  (|)  iillcriiirciul  isl .  iiiilliiii 
/M  J  I ^ ,  .  . ,  l„]  ein  ctiiisliiiilcs  \  (1  li.illiiiss  hat  [i).  so  \  crscliw  iii- 
(lol  jedes  Glied  tlcr  Siiiiiiiic,  in  wclclicin  die  Niiincii»  // .  /.  .  .  .  ]> 
niclit  ;dle  \on  einander  verscliicden  sind,  und  man  hat  liir 
// .  /.  .  . .  j)  nui'  die  l'erniulalionen  \ini  I.  -' .  .  .  .  //  /,u  .setzen. 
I>ai.ei  ist  (7) 

n  (»  -  1 ) 

f'lKh'  f'[«i  ..('<(,,    =    '-^'      '       J  «,,..,  tt„" 

und  (h'f  (hintient  J  cc/^.  C(j,  .  .,  a^,)  :  ^(of, .  .  .  ,  a„)  hat  (h-n 
WCrlli  I  (uhi-  — I  .  je  nachdem  (li(>  Reihe  //,/,  .  .  .  }>  mit 
1.  2,  ...  II  zu  (h'i  seilten  (Hasse  von  Pernmlalionen  i:ehi>rl  (u\oy 
nicht.  Dahei"  hihh'U  die  (ilie(h'i"  der  Suunne  eine  Delenuinanle 
/;len  ("ii'a(h\s.  und  mau  hat 

j  .  M  \    ji  /( (;j  — i)  ,  . 

./<,,..,<„;  J(ft,,..,  u„,    _     _^___^._^        \  \ 

Annicrkunu.   l>nt\\ickell  man  (h'U  Ou(jtienlen 

<r  '<.,••■  i„ 

nach  lalU-nthMi  i^lleuzen  \on  /,,..,  /,, ,  untl  iKzeicIniet  ui.ni 
den  Cocfficienlen  von  (f■^  t^.-  -  ^n)~^  diueh 


[■ 


r'.)    •   •   ftn    J 


l, . .  t.. 


so  erhall  man  auch  in  dem  Falle,   dass  die  Function  (p  in  Uezus: 
auf  die  einzelnen  Varial)len  den  (n— 1)len  Grad  iibcrsleict, 

L/-7.)  . .  /•  V  J  ^..^,  -'         /-'«a)  •  •  r  V 

also  insbesondere 


n(n—\)         , 


[ 


/(f...-.g'r(/.)..r'<n)<."''--^'"" 


*j   Calciiy    Excrc.  il';inal.  i  p.  154j    lint    diesen  Salz    ^■cfiiri(lcri    unil 
durch  die  im  folgenden  Artikel  niitgcthcillc  BelracLlung  Ijcwicscn. 
*♦)  Jacobi  Grelle  J.  2i  p.  368. 
'♦*)   Betti  Grelle  .1.  54  p.  9S. 
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Die  Glieder  dieser  beiden  Summen  werden  aus  den  Permuta- 
lionen  der  Grössen  a^,  a^,  ■  ■  ,a„  gebildet. 

16.  Dass  die  Determinante 


'i-«i 


<.-«» 


C  = 


I 
den  angegebenen  Werlh  ^15; 


///,  ,..,t„)  -^(«, ...,«, 


besitzt,  wird  durch  folgende  Betrachtung  erkannt.  Wenn  man 
die  Zeilen  der  Deterininiinte  C  der  Reihe  nach  mit  f  ti,,  f  t^j  •  • 
niultiplicirt,  so  erhalt  man 


Cfity 


f  t     =  Z  •*■ 


t„  —  «„ 


^,.    als 

■••««• 
cf„  un- 


eine  ganze  allemirende  Fmaction  (2)  sowohl  von  /, .  .  . 
auch  von  a^.  .  . .  «„ .  und  theilbar  durch  z/(f, , .  • .  t„  J  cc^ 
Der  Quotient  ist  eine  von  den  Grössen  ^, .  . . .  f„  .  a, .  . . 
abhängige  Zahl,  welche  sich  dadurch  ermitteln  lässt,  dass  man 
den  Grössen  t^.  ■  ■ .  I„  der  Reihe  nach  die  Werthe  a, .  ■  ■  ■  a,^ 
zuerthcilt.  In  diesem  Falle  verschwinden  alle  die  Elemente  der 
Determinante,  welche  neben  der  Diagonale  stehn:  daher  bleibt 
von  der  Determinante  nur  ihr  Anfangsglied  übrig,  welches  in 

n{n  —  \) 

übergeht  (7.  Also  ist 


_/«. 


)i(n  —  l} 


—  i 


der  gesuchte  Quotient. 


17.  Der  Coefficient  v.i.  des  Elements in  der  Deter- 

minante  G  (16)  entsteht  nach  §.3.  1  aus  C  durch  Weglassung 
von  /,  und  Uj^  in  den  Reihen  t^.  •  ■ ,  t„  und  a^,  . . .  a„  und  durch 
Multiplication  mit  ^ — I Z"*"^'.  Daher  hat  man 

(n  —  i)(n  —  Z-.  .  ,  . 


/  ik    —  '  ' 


f  h 


fU-,         fii^^ 


ftn 


'i  -  «Jt  'i  -  1  -  «*     '. +  1  -  «i  'n  -  «* 
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Indciii  iiiiii)  noch  die  Funclinn 

g  z      =      3  -  r,     3  -  /.     .    .     3  -  t„ 

liilcU'l.  limK't  iu;in    H) 

"k        'i 

iiiul  mit  Hülfe  dieser  Werllie 


;a  =   -'; 


r',  •  -AV     9"i,  f'"k  "k-ii 

Yik  ^   _    fJj_  9fk  < 


18.  Aus  dem  linearen  System 


',   _   «1  'l   -   "n 


+      : "—      =     «, 


'„  -  «1  '«  -  "u 

lindel  man  naeli  §.  8,   I 

Cx^   =   M,;',A   +  •  •  +  ^,r/nk 
milliin    17 

Aiimerkuni:.  Der  l)esondere  Fall,  in  welchem  alle  Zeilen 
und  Culonnen  des  S\.slems 

1  4 


tt, 


'i  -  '•.  'i  - «»       ' 


1 


'„  —  «,  ^.  —  ct.. 


hannnnisehc  Reihen  sind,  kommt  in  der  Theorie  der  approxi- 
mativen (Quadraturen  vor  (G.\lss  iSli  Comm.  Gott.  Tom..?. 
Vercl.  .Iacobi  Grelle  .1.  1  p.  "301,  Schellbach  Grelle  .1.  I'l  p.  !'.>:.'. 
Scii£iB.>-ER  Leipz.  Heri<hlc   ISofi    p.  l'\.    u.  A.;  ,    und    isl    noii 


•)   Hädenkaup  Grelle  J.  2i  j).  184.   2ö  p.  182.     LioiviLLt  .1.  1  I  p.  Auf). 
llfcRMiTK  Cielle  .1.  T)i  p.  4.3. 
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.lovciiiMSTiiAL  Ci'ollc  .1.  'iS  p.  II  I  neu  boluindoll  woiilcii.   Nitl-I. 
iiiicli  Lkjowski  Gruncrl  Archiv  -Uj  p.  ISl. 

19.   Wonn  ni;in  (lio  Dolerniiii.'inlc  flOd".' 


C  = 


r. 


n.irh    /,  (lincrcntiiii ,    so  crliiilt  ninn   eine   nour  Delcriiiin.iiile. 

welche  von  C  djuhircli  sicli  unterscheidet,   dass  die  Elemente 

der  /ten  Zeile 

-1  -\ 


sind    §.3,  15).  Daher  ist*) 


'    '\h  -  ««) 


f_4\«   - — 


:'i  -  «.) 


tn  -  «i 


i'i  -  "n 


t„  —  ('.,, 


=  B 


20.   Wenn  man  die  Deterniinanle  5  durch  die  Deterininanie 
C  dividii'l,  so  erhält  man 

eine  Summe,   deren  Glieder  gebildet  werden,   indem  man  liu' 
h ,  i\  .  . ,  j)  alle  Pernuitalionen  der  Numern  1,2,  ...  n  setzt  '"'] 

Beweis.  Das  Product 


Bf.tr . .  f^„:'  =  ^± 


f'h) 


hl  -  "n  i 


(  h  -  «1 

ist  eine  ganze  alternircnde  Function  sowohl  von  /, ,  ...  /,,,  als 
auch  von  «,,..,«„,  und  t  heilbar  durch  ^{t^,  . . ,  /„)  z^  (a  j , .  . ,  a„y . 
Der  Quotient  ist  eine  synunelrische  Function  qi  Y, ,  .  . ,  /„) , 
welche  in  Bezug  auf  jede  der  Variablen  den  /«— I  ten  Grad 
erreicht  und  daher  iL")'  durch 


f.h:  ■  -ffn:   ^jrr. 


H  «/, ,  •  • ,  «/. 


dargestellt  werden  kann. 


*)   BüKCiiAUDT  BcrI.  .M(jiials})criclit  1855  p.  165  und  Grelle  .1.  53  p.  193. 
**)  BoKCHARDT  A.  3.  0.  Vei'gl.  JuAciii.MSTHAL  Crcile  J.  53  p.  I6G. 
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Wenn   nnii  /, .  /., ,  .  . ,  /„    <l<'i'  lU-ilic    ii.kIi   dir   Wnllic   a/, , 
.  ,  «p  <Mli,illcn.  \\  (' 
sind  ,   so  vciscliw  iiidct 


ff,,  .  . ,  n„  <Mli,ilicn.  weicht'  niclil  iillf  v(tn  cinjindcr  NCfsrliirden 


.//,,  ..I ./;«,, ..)  • 

\V(mI  iiiclil  mn-  //.  sondern  ;mcli         '       veiscliw  indel ,    wahrend 

/..  15.  /|  und  I.,  niil  a^,  zusaiunienfnUen.  Also  liiKh-l  ni.ni  idh- 
nicht  \erschwindondcn  Glieder  der  Summe,  imhMu  miin  für 
//,  /,  ...  /*  ,iUe  Permutalionen  der  Numern  I.  2.  ...  n  selzl. 
Wenn  al»er  /,,  /., ,  .  . ,  /„  der  Reihe  nacli  die  xon  einander  ver- 
sehie<lenen  ^Verlhe  a/,,  «,.  ...  ctj,  erhallen,  so  bleibt  von  der 
Deteniiinanle 


nur  ein  (Uied  £  r[°^h\f'['^i]  •  •  ('[^f.?'  '^''""'c)  \V'dn-end 

z/'«Ä,  «j,  ..  ,  v.^,     in   4./;«,,  .  .  ,  «,/ 
übergeht.   Daher  ist 


Anmerkuni:.   Nach  '19    hat  man  die  Identität 
4  _    -1  "      d"C_ 

^  (/,  -  «A,   .  .    '„  -  «;,    "      ^      ^'>  •  ■  ^'" 

Der  Dincrential(|uolienl  '§.3.  lö)  ist  der  Ouotient  einer  aller- 
nirenden  iianzen  Function  von  /, ,  ...  /„  disidirt  dunh  /'  /,  ^ .  . 
f'tn)^.  Indem  man  denselben  durch  <^(/,,  ..,/„)  dividiri  und 
den  Quotienten  mit  /"V,  ••/'/„  multiitlicirt .  erhält  man  die 
erzeugende  Function  aller  tianzen  sxnunetrisehen  Functionen 
von  den  Wurzeln  der  Gleichunu  f'z]  =  0  .  Denn  die  F>ntwicke- 
luny  der  Identität  nach  fallenden  Potenzen  von  /,,  . . .  /„  uiebt 
einerseits  die  synnnelrische  Function  der  Wurzeln 

..       VI,      in.  m,, 

2.  i'-i,    '  I'.,     -  .    .    <c      "  , 


§.  10,  21.  9i 

andrerseits  doii  Ausdruck  ilerselhen  durch  die  Coenirienleii 
dei- Gleichung,  worühcr  ni.in  in  der  angefühlten  AhhiuidliMii: 
weitern  Aufschluss  (indet. 

21.  Wenn  F((j3),  . . ,  F^(3)  ganze  Functionen  und  j-, .  . . ,  .i",„ 
veränderliche  Argumente  sind,  welche  für  z  gesetzt  weiden, 
so  ist  die  Determinante  ^  ±  ^t(^i)  •  •  ^mi^m)  ^'''^^  alterniiciide 
ganze  Function  der  Argumente  rr,,  ..,£F,^,  mithin  durch  d;is 
Pnxhici  dei"  Diderenzen  ^(rr, ,  .  . ,  a?,„)  theilbnr  (2),  Der  Ouo- 
tieiit  kiiini  unter  der  Yorausselzung  m  <n  und  dass  keine  der 
Functionen  ilen  (n — 1)ten  Grad  ül)crsteigt,  interpolatorisch  aus 
d<'!i  Werlhen  berechnet  werden,  weiche  die  Functionen  Ixi  den 
gegebenen  Wertlien  «,.  ...  «„  der  Argumente  annehmen.  Be- 
zeichnet man  durch 

Z)  f<i ,  . .  ,  «„  ;     ic, ,  . .  ,  a;,„) 

das  Product  der  mn  Dillerenzen,  welche  durch  Sublraction  aller 
Grössen  «j,  .  . ,  a„  von  allen  (irössen  cCj,  . . ,  x„^  entslehn,  so  ist 

2:±F,'x,)..FJx,^:    ^  ^.  ^"  ±  F.  ci,: .  .  FJccJ  D(«,„  +  ,,..,  cc„;  x,,  .  .,  x„, 
J'Xi ,  .. ,  x,„]  ^       J'c.^ ,  . .  ,  «,„)  D;«,„  +  , ,  . .  ,  R„  ;«,,..,  f'n, 

eine  Summe  von  (    ^  )  Gliedern,  welche  dadurch  iiebildel  wer- 

d(Mi.  dass  man  für  «, .  .  .,  a„j  je  in  \crschiedene  Grössen  der 
Reihe  «,  .  .  . ,  a„  setzt  ^   . 

Beweis.   Bildet  man  (f  z    =  [z  —  a^]  .  .  [z  —  a„^ ,  so  ist    I  \, 

und  nach  der  Mulliplieationsregel  (§.  o,  1) 
F.x.  F...X..:  _  l. ,   .    F'c(,]  F,„ '«,.,:       „.4  « 


ff'X^      '    '     'f'x,„) 

(        v' «.;  ' 

.Nun  ist  '§.  :},  i) 

F     V 

ferner  {!) 

m  (iii  —  I ) 

7'«,;  ..<i'[u„,   =    -1 

'    J «, , . 

■  D  ('.., 


*)  ßoRCiiARDT  Über  eine  IntcriJulatiüiisfurmel.   Abhaiidl.  d.  ßeil.Atad. 
1860  p.  1. 
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t'udlicli    IC. 

j?,  —  ff,  ■  ■  x,„—  tc„,  ß«, ,  . .  ,  «„, ;  J-, ,  . . ,  a^,„) 

j. — - — - — .  ^    '" ;  =  li  ",„  +  <.••.  '<„ ;  --K. .  •  • .  -^-m  • 

Durch  l-jnfülininL:  dirsiM-  Wcillio  crliüll  iiinii  sofort   den  zu  Ix«- 
woispntlon  Ausdi'uck. 

Dio  Anwendungen  dios(\s  Ausdrucks,  n;iinrn(Iitli  jiuI'  die 
Reste,  welche  bei  der  KiUw  ickcluniz  des  Ouotienten  einer  gan- 
zen Function  /"  r-  durch  cp'z  in  einen  Kellenl)ruch  entstehn, 
und  iuif  die  Nenner  der  Näheruni:sl)rüche  für  denselben  Ketlen- 
brucli.  lindel  ni.in  in  di^v  iuiizefidirlen  AblMiidluni:. 


§.  11.  liosultaiite  von  zAvei  ganzen  Functionen. 

1.  Wenn  r-  eine  ?ite  Wurzel  der  Einheit  bedeutet.  der(Mi 
Wcrthe  (hu'ch  ct^.  a.^.  .  .  .  «„  bezeichnet  werden,  so  ist  die 
uanze  Function  *; 

ij  =  (f  z    =  (/„  +  n^z  +  .  .  +  (i„_,s"~' 
/(dcuti;:.   mithin  die  Wurzel  einer  bestimmten  (ileichun|j;  /den 
Grades. 

Um  die  Gleichuna  mit  denAVurzeln  cp  ct^)  ,  </)  Cfj '  ,  .  . .  y'«,,) 
aufzustellen,  l)ilde  man  unter  dei- Voraussctz.ung  3"  =  1  das 
Syslem 

y  =  <i,        +  a,z  +    .  .    +  fi„_,z"-' 
zy  =  n„_^  +  a„z  +    .    .    +  (J„_.,z"-' 


oder 

0   =  f/„  —  y  +    rt,  -  +  '/ .  s"   +    .  . 

0   =  a„  _ ,     +  Vi„  —  y  z  +  (i^  :-■  +    .   . 

u.  s.  \v.     .\;i(h   I'^limination   \on    r",  z\  r-^,  ..   ^§.  S,  '{j    beliiilt 
iiMti  ilie  L;csuchte  (lleicIiunL:  für //  vom  «len  Grade 


•  Von  Wahing  .Mise.  anal.  1762  p.  <4  und  Eiler  1764  'Nov.  Conim. 
Pelro|i.  9  [).  70  in  die  .Mp-lira  eini.'eführl.  Ver{.'l.  Lachanoe  Rcllexions  . . 
67  (T.    Mein,  de  Berlin  1771  . 
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0  = 


a„  _ ,       "o  -  y 


(In-- 


,  a.,  .     .       %  —  y 

wclclicr  in  (lor  Thal  durcli  die  Wcrthc  y(a,)  ,  .  . ,  9>(ß„  tzoniii:! 
wild.  Denn  wenn  man  z.  H.  zur  ersleii  Colonne  die  niil  z,  z^.  .. 
iiiulli|tlicirten  roiueiiden  Colonncn  addirt,  so  \  crscliw  indcii  alle 
Kiciiiciile  der  ersten  Colonne. 

2.  Das  mit  dem  Zeichen  ( — 1)'*  versehene  Prodiicl  der 
Würze  hl  y[a,)  ..  qp(a„i  wird  gefunden,  indem  man  das  \on  // 
unabhänirii-'e  Glied  der  Gleiehunir  durch  (h  n  (locKicicnti'n  \(>n 
y"  tli\i(hrt.   Daher  isl*) 


ff  «,;^  «., 


7  ««;  = 


•«  —  i 

hl -2 


a.,      .      .      «a 

Dasselbe  Resultat  kann  man  auf  dem  im  Folgenden  (6)  ]>ei 

dem  allgemeinern  Problem  angezeigten  Wege  aldeilen,  iiid< m 
man  die  Dctcnriinante  (§.  10,   1) 


in  das  Producl 


«0  «. 


1      «,      «,- 
1      f<.,      «.,'" 


zerlegt  (§.  ö.  1). 

3.  Die  Determinante  des  Systems,  dessen  Zeilen  diir.li 
cyclische A'eilanschung  aus  tler  jedesmal  vorhergehenden  Zeih' 
gebildet  werden. 

a,>_,     a„      .     .       «„_.. 


*)  Dieser  alle  Satz    ist  liis   jetzt  auf   einen   be.slimniton  Aiilnr  nii M 
zurückgefühlt  worden.    la  ilci-  Angalje  desselben  von  .Spottiswoodf.  Grelle 

J.  5»  p.  373  fehlt  das  Zeichen  (—1;  « 
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(}.  1  I.  .{. 


Iicisst  die  N  n  r  in  '  i\  ci'  /m1  c  ii  I  i  l:  e  ii  I'  ii  n  c  I  i  d  n  qf  r.) .  \o\\  dci» 
/i"  (ilicdfiii  (li'S  IMudiicts  y («,  .  .  f/1  «„  hlfilu'ii  nur  dii'  \ .  2  .  .  .  )i 
Gli«*tU'i'  tltT  Dclcniiiiiiiitlc  id»ri'j;.    '/..  15.  I'üi'  it  =  •'{  lial  iiiiiii 


'/ («i)  y'««W  v«s)  = 


"o        "l         "j 

a.,     rt,     (I, 
a,     a..     rt„ 


=  «„■'  +  «,^  +  «/  —  3(l^<^^a.. 


Im  l"üll('n.  wciclic  ciiu'  umiiillcIlKirc  Aiiu.iIm'  des  l'i'ddiicis 
/ulasson .  wird  iiliiurkrhil  ilir  Dclciiiiiii.inlc  .lul  d;i>  l'i'ddml 
/nriickircfülirl .    '/..  K. 

1.    Wenn  (/,.  u.^ .  ...  r/„_|  den  Wcrlh  I   lialicn,  so  isl 

<;,  +  ((■-  +  .    .   +  ((/'-'  +1=0, 

(f  ((^|    =«„—<,..,        (f  «„_,)    =    «„  —  1  ,         »/  «„      =    (»„  —   1   +  «  , 

i  1         «., 


=    >rto  -  ■'  +  ")  «0  -  ^i' 


II.   Wenn  r/jj,  «, .  Oj?  ••  eine  geonicln'sche  Progressi<in  liil- 
den  .  und  zw.u"  a^^  =  I  .   a,  =  r,  ii.  s.  w. ,   so  isl 

,  ,         i  -  V« 
1  —  vz 

Nun  sind  I  —  r«,.   I  —  ra^.  ■  ■  die  Divisoren  von  I  —  r" .  d.diir 

n"  —  '       I 


1  V  V        , 


V 


=   .1  -r'V" 


ill.    \\  fiui  r/j,  r/3,  ..  verseliw  inden  ,    so  sind   a^^-^-o^a^ 
■  (if(<.,.  ..  die  I)i\isoi'rn  von  a,^^' —  ( — '^',)",  dalh-i' 


a„ 

"1 
«0 

«1 

n„ 

a 

0. 

a 

=      «n-       -fl. 


*)  Gaiss  hat  1831  die  »Norm  einer  fompicxcn  Zalii«  ;ils  das  reale 
Prodiifl  der  comiilexcii  Zahl  inil  der  CoiijuL'Irteii  eoinpleveii  Zahl  eiiiL'e- 
fuhrl.   Theoria  resid.  I)it|uadr.  II  §.  30. 
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4.  Wenn  die  ganze  Function 

g{.r)    =  b,  +  b,x  +  .  .  +  b„x"  =   b„'x-ß,]   .  .   {x-ß„) 

gegeben  ist,   und  x  eine  Wui'zel  tier  Gloieliung  g[x)  =  0  l)e- 
deulet,  so  ist  die  ganze  Function 

y  =  f  X,    =  (i,,  +  «,.r  +  .  .  +  a„,x"'  =  rt„/.r-«,)  .  .  ^r-«„,; 

»((leulig.  iiiilliin  die  ^^'ul7A•l  einer  l)esliiniiilen  Gieiciiung  yUen 
Grades. 

Aus  den  Werthen 

f'x  ,  xf'x:  ,  .  .  .  x^'~^f[x:  ,      g  x;  ,      xgx)  ,  .  .  ,  x^'^~^g'x) 

liilde  ni;in  unter  der  Voraussetzung  g[x)  =  0  das  System  von 


+  ///  Ze 

Jen 

0    =    «„ 

-  y 

■¥    a^x             + 

0    = 

«0  —  yx  + 

0    -= 

0     =     b. 

+    b,x              + 

0     = 

b,x              + 

(öo  -  y)x" 


0    = 


«-..o;" 


Nach  Elimination  von  rr".  .-rV-  •  .,  .0?"+'»-!  (§.  8,  3     l.jcil.t   di.- 
sjesnclile  Gleichung  fin-  //  vom  /iten  Grade  id)rig 


0  = 


«0  -  y 

«. 

Oo 

«„  - 

-  3/ 

«0  -  y 

K 

?>> 

b., 

^ 

welcher  durch  die  Werlhe  f[ß^)  ,  . . ,  /"/?„)  genügt  wird. 

Anmerkung.  Diese  Gleichung  trifft  zusammen  mil  der 
nach  TscHiR.NHAUS  )  zu  bildenden  Resolvente  der  Gleichung 
g\x)  =  0.    Dabei  wird  die  Resolvente  durch  Verfügungen  über 


*)  Brief  an  Lcihniz  1677  April  4  7  uml  Acta  Erud.  168;?.    Vergl.  La- 
GHANCE  Mem.  de  Berlin  1770.   Uoflexions  ..  1  0  it. 


00 


§.  M,   i. 


ilio  (locIliriiMiliMi   (Irr  lliiHsriiiulion   f{.r]   y.ii  ciiicr  liosoiulorn : 
iiiil  ji'dcr  \Viir/»'l  //  clor  Ut'soKciUc  isl  (Imcli  diis  Svsli'm 

g  .r     =    0  ,  f  X   —  y   =    0 

tin(>  lu'siimiiilr  \ViH7.('l  :r  der  i:i'i;oln'iU'M  (iIoiflum|i  vi-ilmiidcii. 

5.  l);is  iiiil  dem  /.(McIumi  —I  "  \  crscIiciK'  riiidiicl  der 
cimjiiuiiU'n  Wcillif  f  ß^\  ,  .  .  .  flji,,)  wird  urfimdm.  indem  iii:iii 
d;is  V(tn  //  un.dtliiiiii:ii:(*  (iliod  li  der  Jiidiicslclllcii  ( WcicliiiiiLi 
dmvli  den  (IdoHiciciUen  von  y"  dividiil.   Nun  isl 

«0  "i  "•: 

"..  (l^  .  .  . 

a 


R  = 


K       ^       h      ■ 


eine  Determinante  (??-4-?H)len  Grades,  von  welcher  n  Zeilen  ans 
den  Cneflieienten  \o\\f[x\  und  die  folgenden  m  Zeilen  aus  den 
Coefficienten  von  g'x)  gebildet  sind.  Also  ist 

Zus^leieli  hat  man  nach  der  oben  §.  10,  21)  angegebenen  Re- 
zeiehniuiu 

K"'f  ß.:  ■  •  Ißu    =  u,„"b,:"  Du,,..,  i(„  ;  /9, ,  . . ,  ^,/ 

=    -y""'a„rgu,   .  .gu,,;  . 

Hiernach  ist  das  aniicuebeno  Product  im  W<'rllie  B  eine 
s\  m  metrische  ganze  Function  sowohl  iler  Wurzeln  ji^,  ••./?„, 
als  auch  (hl  Wurzeln  a, ,  . .,  a„, ,  und  zugleich  eine  homogene 
ganze  Function  sowohl  derCoenicienlcn  n^^.  .  . ,  r/^^^  von  n  DiiiKMi- 
sionen.  als  auch  der  (^ocITicienten  l)^^.  ...  h„  von  ///  Dimensitmen, 
und  heisst  die  Resultante  der  beiden  ganzen  l'unclio- 
nen  f  x)  und  ff  .i-  ,  während  die  Gleichung  li  =  <i  die  Mesul- 
tante  des  Systems  von  Gleichungen  f[x)  =  0  und  (jx)  =  0 
genamit  wird.    Vergl.  §.  ^.  -l. 

A  II III  fik  II  n  iJ.  hie  AiilsteJIimg  ilri  Uesiiitaiile  \oii  zwei 
algel)iiiisehen  (iloichungeu  ^aequalio  liiialis    ist  \oii  luLi;ii    Mein. 
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de  Berlin  1748  p.  234)  auf  die  Berechnung  von  symmetrischen 
Functionen  der  Wurzeln  der  Gleichungen  zurückgeführt  worden. 
Zu  demselhen  Zweck,  luü  Lagr\N(;e  Mem.  de  Berlin  I7<)9  p..'J03) 
den  Logarithmus  von /i  berechnet.  Die  Ableitung  der  Resultante 
aus  einem  linearen  System  ist  gleichzeitig  von  Ellkr  (Mem.  de 
Berlin  ITtii  p.  96]  und  Bezolt  (Mem.  de  Paris  17G4  p.  298) 
angegeben  worden.  Von  dieser  Ableitung  ist  Sylvester's  dialy- 
tische  Methode  (Philos.  Mag.  1840  no.  101.  Vergl.  Richelot 
Grelle  J.  21  p.  226)  und  Hesse's  Verfahren  ^Grelle  J.  27  p.  I) 
nicht  wesentlich  verschieden. 

6.  Die  Identität  des  Products  h^^  /"(/?,)  .  .  /■(/?„',  mit  der 
Determinante  JR  (5)  wird  ohne  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (4) 
erkannt*'),  indem  man  die  Determinante 


P  = 


rA' 

ßjß. 

■      ß,"-'fßv 

9\ßi)       • 

ß,">- 

9'ß. 

fißn) 

ßnf(ßn) 

■      ßn"-'nßn) 

gißn)    • 

ßn'"- 

'9<ßn 

fK) 

«i  f["i) 

■    «>"-7'«i) 

ff:«i)   • 

cc,'»- 

'^^«.) 

r",n) 

"mf[",u) 

•    «m"  ~ '  f",,.: 

9('m       ■ 

'•»i 

'  9  .<! 

in  das  Product  von  R  mit  der  Determinante 


Q  = 


1  ßn 

1 


n  +  m  —  i 
n  +  m  —  i 


n  +  w  —  i 


zerlegt  (§.  5,  1).  Zufolge  der  Gleichungen 

/■'«,)    =   0  ,  .  .  ,  fa„;    =   0  ,       g  ß,]    =    0  ,   .  .  ,  g'ß,^     =   0 

ist  aber  (§.  4,  6  und  §.  10,  1) 


P  = 


fßi) 


ß."-'rßi) 


fißn)      ■      ■      ßn''-'fßn) 


fl'(«i) 


9\",> 


«.'""'ff«, 


•   «»/"  'ö':«™) 


=   m    ■    .    r^n)9{"x)    ■    •    9'"m)^'ßi,  ■  •)^'«.,   •   •) 


*)   BoRCHARDT  Grelle  J.  57  p.  183.   Vergl.  Hesse  krit.  Zeitschr.  f.  Math. 
1858  p.  483  und  Tortolini  Ann.  di  Matern.  iSSQ  p.  5. 

Bai  tzer,  Delerni.   2.  Aufl.  7 
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TiTiuM"  isl  idfiiliscli 

Q  =  ./A.........    =  ■^"'  .J"'"  .0^,..)./A.--]. 

folülich 

7.  \)\c  Hosullanto  von  /\:r:  uikI  _ry  .r^  isl  zugli'uh  die  Ue- 
suIi.iMlp  von  fix)  und  «/(er)  +  A/'fo') ,  wenn  diese  Function  von 
doiiisclhcn  Grade  ist  als  </  o")  .  Denn  die  Dctenninanle  /{  hieil)! 
unverändert,  wenn  man  zu  m  Zeilen  des  Systems  der  lleihe 
nach  andre  mit  k  mulliplicirle  Zeilen  desselben  addirt  (§.  3,  6), 
zur  («+I  ten  die  lle,  zur  «+2]ten  die  2te,  u.  s.  f. 

Die  Resultante  von  /'a?)  und  [x  —  t]  gx)  ist  das  Producl 
der  Resultante  von  f[x]  und  g[x]  mit  der  Resultante  von  f{x) 
und  X  —  t .  Denn  die  gesuchte  Ucsuit.inle  isl 

K'^f'ßi)  ■  •  r^uill   =  Hfti  ■ 
Wenn  die  ganzen  Functionen  f[x)    und  g!x)  hride  durch 
dieselbe  ganze  Function  li  .r  Iheilbar  sind,  so  verschwindet  ihre 
Resultante.    Z.H./'.r    und    x  —  a-  gx'    haben  die  Resultante 

8.  Umgekehrt  schliesst  man :  Wenn  die  Resultante  von 
f[x  und  g  X'  verschwindet,  so  sind  f  x,  und  g  X:  beide  durch 
eine  bestinunle  ganze  Function  h'x,  theilbar.   Denn  (5 

/<   =   n„:'b,rDa,..  .,«„,;,-?,.  .  .  ,  ß„] 

verschwindet  nicht,  wenn  f/,„  =  0  odi-r  /;„  =  () .  weil  dabei  eine 
Wurzel  von  f  x  =  0  od(>r  von  g \x^  =  0  imrndlich  wird  :  R  ver- 
schwindet also  nur  dann,  wenn  niindcslcns  eine  unter  den 
Diflerenzen  ßj —  uj.  Ncrschwindel.  Unter  ilieser  Bedingung  sind 
aber  fix]  und  g  x   duich  x  —  ßj  theilbar. 

Verin(>ge  der  Re(liiiL:img  li  =  0  hat  die  obige  Gleichung  (4) 
mindestens  eine  verschwindende  Wurzel  z.  lU  f  ßj  =0,  sodass 
ßj  =  a^.  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  der  (IliMchungen  fix  =  0 
und  g  X  =  0   isl. 

Wenn  nun  die  (ileicliungen  fix  =^  0  und  g  x  =  0  eine 
oder  luehr  i-eineinschafl liehe  Wurzeln  besitzen,  so  haben  die 
Functionen  f'x]  und  g  x)  einen  gemeinschaftlichen  Divisor 
ersten  oder  hohem  Grades,  dessen  Coefficienten  ganze  homo- 
gene  |- II  ti  et  i  n  ne  n   der   tieeebcnen  Go  e  f  ficien  t  en   sind. 
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.knie  gemeinscli.irilit-'lu'  Wiirzf]  w  irciiüizt  niimlicli  dciii  S\sleni 
von  «-+-/»  Gleichungen  (ij 

0    =   rt^     +   «i  w     +   a.j  (o-   +     .    . 
0    =  rt„  w     4-    ii,  oj-    +     .     .     . 


0    = 

0    =    b, 
0     = 


1^(1}       +     h^  or     + 


0     = 


6.,  öV 


Also  verschwindel  nicht  nur  die  durcli  R  hczeiclinete  Deler- 
luinante  [n -Linien  Grades,  sondern  auch  die  aus  den  ersten 
?!  +  m  —  I  Gleichungen  gebildete  Determinante  n  -h  )ii  —  I  tcn 
Grades 

a„  +  a^cü      a., 

a„        a,        a„        . 


.=  «,„  +  fi,,  w  , 


^0     ■•"     ^1  ''-'         ^■.' 

b„        6,         b.. 


ferner   die   aus   den   ersten  n  +  in  —  2  Gleichungen   gebildete 
Determinante  '72  +  //(  —  2  len  Grades 

rtyW'      a,  a.j  03 


=   n,„  +  R,,oj  +  /{,,,o/ 


u.  s.  w.  Denn  dadurch,  dass  man  zu  den  ersten  Colonnen  die- 
ser Determinanten  die  ül)rigen  mit  hinreichenden  Potenzen  von 
10  mulliplicirten  Colonnen  addirt,  verschwinden  alle  Elemente 
der  ersten  Colonnen  zufolge  der  Voraussetzung.  Die  in  der 
Kntwickelung  dieser  versehwindenden  Determinanten  f§.  3,  0) 

7* 
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voikonimoiulcii  Cocflicicntcn  /f,„,  /{,,.  /?.,„.  /f.,,.  R.j .  •■  sind 
piirtiali' Dflciiiiiniinlcn  \(»ii  /{,  inilliin  Liiin/.c  lidiiioLicni' l"uiutio- 
iion  (IiT  (](it>fli(ii'ntcii  von  /'.?)  und  ^(ir  . 

WCiui  mm  die  H(>sull.inlt'  li  iiiflit  v<'r.sili\\  indcl  .  S(»  li.dicii 
dit'  i:an/.«'n  l-iuu-tioncn  /  ,r  iniil  </  .r)  keinen  uemeinselKdtiicIu'n 
Divisor. 

Wenn /i  =  0  \m(J/{,,  nicht  /n.Lileieli  ver.scliw  indel,  so  halien 
f[Xj  und  g[Xi  den  gemeinsrliidlliehen  Divisor  ersten  Ciiades 

\Veim  /{  =  0  ,  /?,,  =  0  und  7^22  •i'^^'''^  /iii;leieli  vci'scliwin- 
det .  so  liid)en  /  .r  und  ^(o?)  den  genicinscburUichcn  Divisor 
zwcMlen  Grades 

R^o  +  B.,^x  +  R-.^x'' 

u.  s.  \v.  Unter  der  Voraussetznna  B^^  =  0  verschwindet  auch 
jR,, ,  sonst  wäre  eine  eenieinschaftliche  Wurzel  der  Gleichungen 
f[x)  =  0  und  g[Xj  =  0  unendlich. 

Anmerkung.  "Wenn  die  Coefficienten  von /"(o")  und  ^(a:) 
Functionen  von  y  sind,  so  beruht  die  Auflosung  des  Systems 
fix]  =  0  und  g(x]  =  0  auf  der  Bildung  der  Gleichung  7?  =  0 
und  des  hiermit  bestimmten  gemeinschaftlichen  Divisors  hix) 
von  f'x)  und  g[Xj  .  Nachdem  man  aus  der  Gleichung  R  =  0 
die  Werthe  von  y  berechnet  hat ,  findet  man  aus  der  Gleichung 
h[x]  =  0  die  Werlhe  von  x,  welche  zu  den  einzelnen  Werlhen 
von  y  gehören.  Wenn  h'x)  vom  ersten  Grade  ist,  so  gehört  zu 
jedem  der  berechneten  Werthe  von  y  ein  Werth  von  x;  wenn 
h{x)  vorn  zweiten  Grade  ist,  so  gehiiren  zu  den  Werlhen  von  y 
je  zwei  Werthe  von  x,  u.  s.  w. 

9.  Wenn  die  ganzen  Functionen  f  x]  und  g[x)  einen  ge- 
meinschaftlichen Divisor,  und  die  Gleichungen  fix)  =  0  und 
g[x]  =  0  eine  oder  mehrere  gemeinschaftliche  Wurzeln  haben, 
so  bestehn  unter  den  partialen  Determinanten  von  li  besondere 
Relationen,  weil  die  oben  (8;  gebildeten  Determinanten,  welche 
Functionen  einer  gemeinschaftlichen  Wurzel  w  vom  Iten,  2len, ,. 
Grade  sind,  verschwinden. 

Der  gemeinschaflliehe  Divisor  sei  vom  eisten  Grade ;  die 
Determinante  li  werde  durch  JS"  ±  Oy^r/jj  .  .  f/„  +  ,„_,  „^.„,_, 
und  der  Coefficienl  desEleir)ents  a,7^  in /{  durch  a;]^  bezeichnet. 
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Vermöilo  dei-  Vornussetziini:  fi  —  0   fi»li;i   ;ius  iNmii  Svslorii  tliT 
/)  •+■  m  riicicliiiiiiii'n 

0    =    (7„    +    rt,  M    -f-     .     . 

0  =  «(,  CO  +  a^  ü)-  +    .    . 

0    =    b^    +    h^(o    +    .    . 

0    =  b^  (!)    +    b^  or    +    .     . 

die  Proportion  (§.  8,  2) 


"i.«  +  ni—  I 


d.  h.  die  den  Kleinenlcii  ii'izend  einer  Zeile  von  R  zuaehöricen 
Coefficienten  «,„,  «j, ,  ..  hiiden  eine  eeonielrische  Proszression, 
deren  Verliallniss  die  gerneinschaft liehe  Wurzel  der  Gleiehim- 
gen  f[x)  =  0  und  g{x]  —  0  ist*). 

10.  Wenn  cp{x)  =  h^  -i-  h,x  -h  .  .  eine  gegebene  ganze 
Function  von  x  ist,  welche  den  (n-i-m —  Ijten  Grad  nicht  über- 
steigt, so  giebt  es  bestimmte  Multiplicatoren  p  und  q^  ganze 
Functionen  von  x,  die  erstere  (n  —  l;ten,  die  andere  im  —  l)ten 
Grades  von  der  Art,  dass  man  identisch  hat**) 

pf'x)  +  qg  X,    =  Rif'x)  . 

Die  Möglichkeil  der  Identität  erhellt  aus  der  Anzahl  der 
Coefficienten  in  p  und  q,  über  welche  verfügt  werden  kann. 
Die  Berechnung  der  Multiplicatoren  p  und  q  erfolgt,  indem  man 
die  Zeilen  des  Systems 

f[x]   =  flj  +  a,  a;  +     .    . 
xf[x]    =  a^x  +  a^x'^  +     .    . 

x'*-'f{x]    =  a,x"-'  +  .  . 

g'x'     =    6o    +    ^i-^    +      •     ■ 

xgx]    =  bf^x   +  b^x'-    +     .    . 

x"'-'g[x]   =  b,x"'-'  +  .  . 

der  Reihe  nach  mit  den  Coefficienten  '9)  a^j,  a^i, .  .  multiplicirt 
und  die  Producte  addirt.   Unter  Anwendung  der  Bezeichnung 


*)  Vergl.  Jacobi  Grelle  J.  13  p.  106. 
**)  Jacobi  Grelle  J.  13  p.  108. 
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U,     =     '',n    +    ''„  +  .,,'■    -^ 

liiHlcl  m.in    §.  :?.  :$    «lic  IdcMitiliil 

Hihii'l  iiiaii  nun  mil  lliillc  dt-r  licucdu'iini  Corlliciciilon 

P    =    ''o  i',.    +    'l  I  /',    +    •    •    +    /'«  +  m  -  1  ?',,  +  H.  - . 

<J    =   ''o7o  +  ''i7i   +    •   ■+  /i„-^,„_,7„  +  »,-i 
SO  liiult'l  die  izclonlcrtc  MtMitiliil  .sliilt. 

A  niiicrk  un^.  lU'i  der  AiitsucluinL;  (l(\s  iromcinscIi.irtiicJKMi 
Divisors  von  /"uri  uiul  (jj.')  halle  zuerst  Kuler  (Mnu.  de  iJerliii 
I7(ii  p.  91) 

AW    ^  _  _?_ 

ueselzl.  und  dii'  Idciililiit  ji/'-r  -H  7f//i"i  =  **  der  Ik'reehnnni; 
des  genicinscIinHlieiicn  Dixisors 

f  >-/    ^   _   g{30) 

q  p 

ZU  (iiuiide  LieleLil.    Die  Idenliliil 

Po  fix)  +  q^g[r]  =  R 

ist  von  Gaiss  (Denionslr.  nova  idleia  S.  ('onnn.  Gott.  III.  1810) 
in  dein  liesondern  Falle  betrachtet  worden,  dass  (j[j-)  =  /"'(.r) 
ist. 

11.    Dui-eh  DilVrrenliation  der  Idenliliil  (i  0) 

Pif[x\  +  qi(j[x]    =   Rx' 

criiiebt  sich  im  Aliizenicinen 

W  I  nn  nun  /"  ./)  und  (j  x^  einen  i^emeinschafllichen  Divisor 
ersten  (jrades  haben,  und  w  die  t^eineinschallliclie  Wurzid  der 
rdeichungcn  f[x)=  0  und  (j[Xi=-  0  ist,  so  hat  man  tiu'  y;  =  e>  ') 


HiCHELOT  Grolle  J.  21  j).  228. 
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J);f-/-     = 


Pi     = 


~    -     (0 


1  :    w 


I   :    w    : 


7. 

r,,'--    = 

"^' , 

7*    = 

' 

(■)/{ 

bli 

bR 

ö«„ 

Ott, 

Ört,„ 

0/{ 

ö/{ 

öfi 

""ö^ 

ö/.: 

■    bb„ 

in  l'el)oreinsliiiiiiiiini2;  inil  der  oben  (\)]  ;iii!j:cgol)enon  I'ropoiiion. 

12.    Die  Delerminaule  (/;  4- ///)len  (M'jides 
a^         rt,         «, 

«0  "l  «■. 


fl  = 


kann  durch  Vcrbindunü;  ihrer  Zeilen  in  eine  Determinante  wten 
oder  mten  Grades  zusainniengezoiien  werden,  je  nachdem  n 
oder  //*  die  tirössre  der  beiden  Zaiilen  ist. 

Es  sei  zunächst  m  =  7i .  üni  die  nte  Zeile  von  R  zu  trans- 
formiren,  nuihiplicire  man  die  nie  Zeile  mit  &„  und  die  voran- 
gehenden Zeilen  mit  6„_,,  bn—2i  •  •;  (^l'^'^so  die  2/ile  Zeile  mit 
(/,j  und  die  vorangehenden  mit  «„_,,  a„_2,---  Duri-h  Suj)- 
tiaction  der  2/?ton  Zeile  von  der  7?ten,  der  l'2n — I  ,ten  Zeile  von 


der  (n —  l;ten, 
Zeichnung 

die  Zeilen 


bilde  man  nun  unter  Anwendung  der  Be- 


dm 
d„_ 


Die  Addition  dieser  Zeilen  ergiebt   für  die  nie  Zeile  von  b,^R 
die  Elemente 

rf„,  d,,      .      .      d,„         0          0        .     .     . 

weil  dji  =  0.    ili-j  =  —  (Ijj.,   und  daluM'  die  Summe 
(//,  +  di-i^..  +  .  .  +  d^,-  =  0  . 


lOi 


§.  IL  I?. 


Auf  (liesollio  Woiso  trniisfoniiirt  man  flic  'n  —  1)lc,  'n  —  2  Ic,.. 
Zoile  von  It.  M;m  nuilti|iliiiii  dii"  'n  —  i}ii'  Zeilo  iiiil  /;„ ,  die 
voriinj^ohondt'M  Zi'iltii  mit  /'„_,,  /'„_2'  ••  n- >^-  f-  und  (Indct 
ondlit'li  dio  KlfinrnU»  der  [n  —  i]lcn  Zcilo  von  /(,/■•"'/{  durch 
Addition  der  al^üoKMtoton  ZoihMi 


"o,i  +  i      •     •      "n  —  i  —  •:,i  ■ 


'h  —  1,1  +  .:        "ii,{  +  2 


"ort  •     •      "i+\,n  "i  +  i,n 

Bezeichnol  man  das  (/i-j-I'te  Element  der    /?  — /)ten  Zeile  (Un-cli 
Cf]^,  so  hat  man 

Analog  ist 

weil   die  Summe  dj+ik  H-  'h.k+i  -+-••-»-  'hcj+i    identisch  ver- 
sch\\indet.  Insbesondere  hat  man 

weil  0^  und  6,.  als  verschwindend  zu  l)ctrachten  sind,   wenn 
/•  >  n  . 

Hiernach  ist  nun 


b^R 


"■o,n  —  1 


Bezeichnet  man  die  Determifumte  ^  jt  r^^^  .  .  CJ^_^  „_,  tiurch  .S, 

n(n— i) 
SO  ist  (§    4,  6)   6„" /?  das  Product  von  ( — 1)      z       S   nu'l  einer 

Determinante  72ten  Grades,  die  von  ihrem  Anfangsglied  6„"  sich 

nicht  unterscheidet.    Also  ist*)  , 

n(n  —  i) 

H  =     -1)— s —  S. 


*)  Vergl.  unten  (U) 


§11,  IM.  105 

Beispiele.   Wonn  f  .i-'    und  f/[.r)   vom  21(mi  Gnidc  sind,   so 


R  =  -  S  =  - 


Wenn  f':r)  und  g(x]  vom  3ton  Grade  sind,  so  findet  m;in 


fl   =  -   S  =  - 


^02  ^^03     +     ^12  «^13 

(/o3  C'is  ^23 


Wenn  /"'a?)  und  g(x)  vom  4ten  Grade  sind,  so  findet  man 


R  =  S  = 


f^oi  ^02  «^03  do^ 

^^02  (^03  +     ^12               f'oi  +     «^13                ^li 

^03  f'o4  +      ^^13                 «^14  +      ^23                 ^24 

rfo4  rf,4  ^^24  <^34 


Diese  Determinanten    können  nach  §.3,  16  weiter  ents^ickelt 
werden,  wobei  die  Identität 

(§.  3,  II;  zur  Verfügung  steht. 

13.   Wenn  7?»  <  n ,   so  bilde  man  durch  IlinzufUgung  von 
71  —  m  Zeilen, 


welche  auf  der  Diagonale  endigen,  die  Determinante  2/jten  Gra- 
des b^~'"^H^  und  verwandle  dieselbe  auf  die  angegebene  Art 
(12)  iu  eine  Determinante  ?!ten  Grades,  so  dass 


"-"'fl  = 


';i  —  1,0 


^«  —  I  ,n  —  ) 


Diese  Determinante  ist  aber  durch  6„"    '"  thoilbar,   als  Product 
der  beiden  Determinanten  nten  Grades 


10(5 


§.  II,    13. 


••  "1 


",         ", 


"il  "n—  \      ■      '        "in  +  1 


^m  —  1 ,0  '  »I  —  1 , 


Mnn  lindcl  niimliiii  durch  Mulliplic.itioii  dor  orsloii  Colomu'  in 
der  orston  DolonniiianU'  mit  den  (l(»l(inncn  doi"  /.weilen  I)(>lei- 
ininanle  die  erste  Goionnc  des  rroducts,  ii.  s.  \\ .   In  der  Tlnil  isl 

weil  a,„^,.  o,,,^,.  ..  ;ils  vorschwindend  zu  betrachten  sind. 
Die  zweite  Determinante  hat  den  W'erlh  f>,"~"\  also  ist  /?  der 
ersten  Determinante  i^leieh  "  . 

14.  Die  a])uekUrzte  Form  der  Kesidlante  /}  12)  ist  von 
Bezoi  T  '.Meni.  de  Paris  17(ji  [>.  3l7i  durch  ein  Verfahren  er- 
reicht worden,  welches  in  neuerer  Zeil  .Iacobi  ^Ci-ellc  .1.  lö 
p.  101.  Veri;l.  (l.uc.iiY  Exerc.  d'Anal.  |X'i()  p.  ;i9;{i  in  Erinne- 
rung gebracht  und  durch  neue  wesenl liehe  HcMicrkunfzen  er- 
gänzt hat.  Aus  den  gegebenen  Functionen /"(.r)  und  g'x) ,  welche 
beide  als  Functionen  ?Jlen  Grades  vorausgesetzt  werden,  bildet 
man  mit  Hülfe  geeigneter  .Multiplicatoren  n  bestimmte  F'unctionen 
;/?—!; ton  Grades  Uq,  ll^,  ..,  "„_,,  welche  mit  fix)  und  ^(a?) 
zugleich  verschwinden.  Dann  ergiebt  sich  die  Resultante  von 
fx]  und  g[x]  und  der  gemeinschaftliche  Divisor  dieser  Functio- 


nen aus  dem  System  von  Gleichungen  ii^  =  0 
Es  ist  nämlich 


=  0 


gx    =  6, 
folglich 


+  .  .  +  6^x''  +    b^^^  + 

,   +  </;■  +  j  X  4-   .   . ,  /"  x;    — 

=  a,  +   .    .  -f-  'i,x''    h,.^ 

—  h„    +    .    .    +   I'    :r''    II.  . 


+  a„X 
+  b„X 


h..x" -'■-'] 


»I  —  r  —  11  ,.r  +  I 


)</:-E) 


eine  Function    // — I   ten  (ii-.idrs.  wclcjic  dunh 


*    Vcrf-'l.  KostMJAiN  Ciclle  J.  2S  p.  2G8. 


§.  II,   li.  107 

«r  =  'Vo  +  'Vi^  +   .  .   +  r,.^„_,x"-' 

bezeichnet  \\ii(l.   TiUer  Anwonduni;  der  Bezeichminji 

'^ih  =  »i^'k  -  »k'^i 
liiulel  mau 

und  juialoiz 

weil    die   Summe   ^_y+,,.  4-  .  .  -i-d^s+i    ideiiliscli  verschwin- 
det (12). 

Bezeichnet  man  nun  die  Determinante  2±Cqq  . .  c,j_,  „_j 
durch  S,  und  denCoefficienten  des  Elements  0,7%  in  6'  durch  y^^, 
so  findet  man  aus  dem  Svstem 


**«  — 1    —    ^)i  —  i,o    +    ''«  —  1,1^    +    .    .    +    C,^_^,^_^X 

(§.  8,  ])  die  Identität 

"o/'oi  +  •  •  +  «,,_,;',,_,,/  =  5a;'   :io)  . 

Jede  gemeinschaftliche  Wurzel  10  der  Gleichungen  f!x)^=  0 
und  g{x)  =  0  genügt  dem  System  ;/^  =  0 .  ...  '/„_,  =  0 ,  weil 
diese  letztem  Functionen  mit  f[x]  und  g  x)  zugleich  ver- 
schwinden. Wenn  nun  S  nicht  verschwindet,  so  schliessl  man 
wie  oben  (S) ,  dass  die  Gleichungen  f(x]  =  0  und  glxj=:0 
eine  gemeinschaftliche  Wurzel  nicht  haben.  Wenn  S  :=  0  und 
j/jy  nicht  verschwindet,  so  haben  die  Gleichungen  eine  gemein- 
schaftliche Wurzel,  und  es  besteht  die  Proportion  (vergl.  9) 

Man  hat  also  insbesondere 

oj*  :    cü*   =   yi^.   :   y^,  , 
(„'     :    0/   =   y^i   :   y,^   . 

Zugleich  ist  y^i  =  y,^  zufolge  der  Identität  c^i  =  Cig  (§.  3,  13), 
folglich 

uj  .    lu  —    /  ik   ■    /  rs  • 

*]    J.\C0B1  I.  c.  p.  102. 


ms 


§.  II,  IL 


^Vonn  nun  dio  Summen  /  -i-  h  und  ?•  ■+■  s  oinnnclor  iiloich  sind, 
so  sind  ;',/,.  und  /,.,  (Mii.itidcr  Lilcicli,  und  iii.iu  k;nui  ilii'cn  uc- 
n)oins('li;iflliclu'n  ^^'(Mlll  dnicli  ;',^./,-  bc/ciclincn.  I);mn  gilt  di(> 
umfiissiMidcrc  i*i(i|iiiiliin  *) 

d.  h.  die  Grössen  y^,  /,  ,--,/'2«  — 2  1^'''''""  t-ine  ceninelrische 
ProLirossion,  deren  Verliiillniss  die  iieitieinscliiifiriclie  Wurzel 
der  Gleichungen  f[x]  =  0  und  ff'.r-]  =  0  ist. 

Wenn  die  Determinnnie  S  verschwindet,  so  linben  /"(.t) 
und  g'.r]  einen  iiertieinschiiflüciien  Divisoi-,  und  die  lU^sultnnte 
/?  verschwindet  (8;.  Nun  ist  .S  wie  R  (5,  eine  li()inoiZ(>ne  gnnzc 
rnuetion  sowold  der  GnissiMi  c/„ ,  a,  ,  .  .,  ;ils  juicli  der  Grössen 
/)^ ,  6,,  .  .  von  ?!  Dituensionen  ,  also  ist  der  Quotient  S  :  R  eine 
von  diesen  Grössen  un;dilüini:iL:e  Zahl.  Das  Anfangsglied  von  R 
ist  a"b"  und  konunl  in  dem  Anfanssalied  von 


S  = 


n(n  —  \) 
mit  demselben  Zeichen  vor.    Daher  ist  (—1)      2"^  S  :  /?  =  1  , 
wie  oben  (12)  durch  directe  Transforriiation  gezeigt  wurde. 

15.  Caylky  hat  die  Herechnung  (h'r  Resultante  von  f{cc) 
und  g  x]  auf  die  Knl\\  ickeiung  der  symmetrischen  ganzen 
Function  ^§.  10,  2) 


F'x  y]   = 


y  —  X 


=  -S'r.i.x'i/ 


gegründet**].  Dabei  wird  vorausgesetzt,  dass  fix)  vom  77*ten 
Grade,  (j[x)  vom  nKcu  Grade,  und  m  <n  ist  (4).  Die  Glieder 
der  Summe  werden  dadurch  gebildet,  dass  man  für  /  und  k 
alle  Zahlen  \on   0  bis  ??  —  I   setzt.    Weil  F{x,y)  =  Fijj.x),   so 


*)  jAConi  1.  c.  p.  lOn. 
*•)  Vergl.  Sylvksteh's  Mittheiiimfi  Pliilos.  Trans.  1853  p.  .116.   IIkrmite 
Grelle  J.  üi  p   47  Anm.    Catley  Grelle  J.  5.3  p.  366.    Üüuchakijt  Grelle  J.  53 
p.  367  und  .17  p.  112. 


§.11,  16.  109 

Setzt  man  a^/;y^  —  dj^hj  =  rf,^.,   so  erhält  man 

{a^  +  a,x  +  .  .;;6„  +  O^y  +  .  .]    —    ^6^  +  6,  a;  4-  .  .)(«„  +  a,  y  +  .  .) 

=  rfoily-'i"  +  (hi'y"-x")      +  .  .  +  rfo«(3/"-a;") 

+  d^„{xy-—x'y]  +  .  .  +  di„(a;j/"— a;"]/) 
+ 

und  daher 

F(a;,  3/)   =  f/„,  +  (/o,  iz  +  a;'   +  .  .  +  rf„„y -'+..  + a;"-') 

+  rf,„a;j/         +  .   .  +  d^,^y" --+..  + x"~-]xy 


n  —  1  .,« 


Indem  man  die  Glieder  absondert,  welche  .r'//''  entlialten,   fin- 
det man  wie  oben  (12  und  -14) 

Abgesehn  von  dieser  Entwickelung  hat  man 

Fißi.ßk)  =  ^  ,  Pißi.ßi)  =  fißi,9'{ßi)  , 

folglich 

Z  ±  F'ß,  ,  ß,)  .  .  F'ß,,,ß„     =  f'ß,)  .  .  f[ß,^  g'ß,)  .  .  g'[ß„)  . 

Wenn  man  beide  Seiten  durch  z/(/9, ,  .  . ,  /?„j^  dividirt,  so  findet 
man  (§.  10,  3  und  7) 

«(7»  —  i) 
^±  c„,  .  .  c„_,,„_,  =  (-1)     ■'     h,rf'A:  .  .  f^ßn) 

n  (n  —  i) 
=    (-1)"~^~  «>/-'»/{   (5)  . 

Die  Theilbarkeit  der  Determinanle  durch  6„"~'"  ist  oben  (13) 
nachgewiesen  worden. 

16.  RosE.MiAi.x  hat  die  Resultante  der  Functionen  f[x)  und 
g[x)  inlerpolalorisch  durch  die  Werthe  von  fix]  und  g[x)  aus- 
gedrückt, welche  zu  m-\-n  gegebenen  Werthen  des  Arguments 
X  gehören*").  Diese  Werthe  von  f[x)  sind  eben  so  wenig  von 
einander  unabhängig,  als  die  Werthe  von  g[x],  weil  f[x)  durch 
m ■+■  1  und  g[x]  durch  n  +  1  Werthe  bestimmt  ist  (§.  10,  11). 


♦j   Grelle  J.  30  p.  157. 


§.11.   IT). 


Sind  .7",.  rr'., ,  ..   i:(>l:(>1i(iu'  Wcrthc  xon  ./",   s(t   iniilli|ilicirt' 
niiin  die  Dt'hM'iiiiii.mU'    /;  -»-//*  li'ii  (iiailcs 


R  = 


zoiliMiwcisr  mil 


P  = 


"o  "i  ''■: 

«0  «1 

b,  6,  b, 

b..  b. 


1  J-, 


n  +  in  —  \ 


1  X., 


11  +  1)1  —  1 


Bezeichnet  man  A:\^  Proihut  duicli  —  ± '■,,  ■  •  ''„  +  m,>i  +  m^    ^" 
hat  man 

r,,    =  /-.r,    ,  r,,  =   .T,/-::r,)  ,    .    .  ,   c,„   =  .x,"-7;.r,)  , 

c^.„  +  ,  =  9'^-^'  ,         f.,N  +  .  =  ^\9^i)  ,    ■    ■  >  f.,»  +  ».  =  J-/"" '»'••»,)  , 
u.  s.  w..    f..kli.li    K/' 

/•(a;,)  a;,/-;j:,)  .  .  x,"-'f{x,]    g[x,)   x,g{x,)  .   .   ■'\"'-'g{x,) 

f  '"^n  +  m      •^/i  +  »i/ ,-^/»  + Hl) 

Indern  man  diese  Determinante  in  eine  Snnime  von  Prodiit-ton 
|)ailial('r  Detei  iiiinanlen  »ten  nnd  ///Icn  Tirades  zerlegt  :§.  4,  4), 
findet  man 
Z/- x,    .  .  f[x„)  J{x x,^  r/(.T„  + ,)  .  .  g[x„^ „,  .  1  x„  +  ,,..,  jj,,  +  „,1  , 


eine  Summe  von 


V  "' 


Ciliedein,    welche  (hndurch   i:el)ihh't 


werden,  dass  man  für  I,  i,  ...  ;)  alle  (londiinationcn  von  /; 
verschiedenen  Numern  der  Reihe  \^i.  .  ..n-k-m  setzt,  und 
die  ilbripen  Nutnern  so  orchiel .  dass  die  Reihe  aller  Numern 
jedesmal  mil  der  Reihe  1,2,  ..,??-♦-//<  zu  derselben  Classe  der 
Permutationen  gehört.   Nun  ist  identisch  (§.  10,  21) 

-^(a?i  .  -  •  >Xn  +  m)  =    1)  X      . .  ,  X    \  X  •    ,  X  ) 

/■'[X,  ,   .  .  ,  X„]  -'{Xn  ^  ,  ,  .  .  ,  Xf,  ^  „,) 

foJLilieh,  unabhänL'JL:  von  den  Pernnitationen. 

D{Xi,  ..  ,Xni  x„  +  i,  ..  ,x„  +  J 


§.  I  I.  17.  Hl 

A  II  IUI' ik  Ulli:.  -Mit  Hülfe  dieser  Formel  li;il  Ko'ji-mi.un 
a.  a.  0.  Cauchy's  inlerpolalorische  Darslellunu  einer  izehioelie- 
nen  algebraischen  Function*)  abgeleilel. 

Die  Resultante  von  fix)  und  [x  —  z)  g{x]  ist  (7)  Bf{z)^ 
und  wird  nach  der  angegebenen  Regel  durch  die  Werlhc  der 
beiden  Functionen  ausgedrückt,  welche  zu  j)i-i-n+  I  WciIIk'U 
von  X  gehören,  wie  folgt : 

Die  Resultante  von  [x  —  z)f[x)  und  g{x)  ist  Rg{z)  und 
nach  deiselben  Kegel 

^  '"^o  >  •  •  I  ^'n  —  1  '   ^n  >  •  ■  >  '^n  +  tiv 

Durch  Division  erhält  man,  nachdem  man  den  Zähler  und  den 
Nenner  durch  gixj  .  .  g'Xn+m)  d'V'd'rt  und  den  Quotienten 
f[Xi)  :  g{xi)  durch  iti  bezeichnet  hat, 

■^ ^0  •    ■  ^n /^  _  _\  ;.j.  _   - 

■^   TT, Z ^  v^n  +  1       '"'    •   ■     •*  n  +  III 

f(5)      _  ^X,  ••  ,  J?n  ;    ^n+ii  --.^n-irm) 

Ö'^*^^  .t^  u„    .     .    «,.  _,  ,  ,  , 

Z   — ■ (j3o  —  S)     .     .    (J7„  _  1   —  -; 

•ö  \Xq  )  •  •  I  ^n  —  1   ;    -^'n  I  ■  •  >  -^n  +  m) 

17.  BuRCHARDT  hat  die  Resultante  der  Functionen  fix  und 
g{x] ,  beide  »ten  Grades,  interpolatorisch  durch  dieWerlhe  von 
f{x)  und  ^(cc)  ausgedrückt,  welche  zu  71+ 1  gegebenen  Wer- 
then  Xq,  x^,  .  .  ■,  x^  des  Arguments  x  gehören**). 

Unter  der  Voraussetzung  (15) 

""  y  —  X 

ist  die  Determinante  ^±'"00  •  •  c«-,,«-!  der  Resultante  H  gleich 
oder  entgegeogesetzt  gleich.   Nach  §.  10,  3  hat  man  aber 
^  _  -T  ±  F[x, ,  -c,)  .  ■  f  (j;,, ,  x„) 

Bildet  man  nun  die  Function    n-\-  I  ten  Grades 

(f\x)    =    (.r  —  iCj)  'J7  —  a;,)  .   .   [x  —  ic„) 


*)   Cauchy  Anal,  algt^br.  Note  5.  Vergl.  Jacobi  Grelle  J.  30  p.  12: 
**)  Berl.  Monatsbericht  1859  p.  376  und  Grelle  J.  57  p.  1  lt. 


H2 


§.  II.   I 


so  ist  (§.  iO,  8) 


-Zur, r„'   = 

-Nach  Minführung  clor  KIonuMilo 
h 


^   ■/■r,,.r, ,  ...Xni"   _   q■'{x^]^  .  .  tf'jxj' 


_      FlXj.Xf,]      _ 
orliiiit  ni.in  daher 

Eine  besondere  Eigenschaft  der  Elemente  dieser  lelzleru 
Determinante  ergiebl  sieh  daraus,  dass  F{x^y  in  Bezug  auf  x 
vom  /j  — l^len  Grade,  dagegen  q)'x)  voni  («+I  ten  Grade 
ist,  dass  also  (§.  iO,  9) 


F^t .  y)    ^    F{x^ ,  y 


Demnach  ist 


4- 


^  Fix,, ,  y) 

(f[X^]  (f'  Xn) 

ok  +  h,f,  +  .   .  +  h„k  =   0  , 


=    0 


also  insbesondere 

-  f'.o      =      ''oi     +     ''o-..    -+-••    +    /io„ 

-  ''n      =      ''o.     +    /l,.,    +    .    •    +    /l,„ 

-  /i„,     =     /l,,,    +    /!,.,    +    ..    +    h,„ 

u.  s.  w.     Nun  haben  in  der  verschwindenden  Determinante 

(«-+-  I  ten   Grades    (—!"+*  2  ±  h^Ji^^  .  .  /?„„    alle   Elemente 

gleiche  Coefficienten  [§.  3,  9j ,   deren  gemeinschaftlicher  Werth 

durch  die  Formel 

[0,  1,  ..,«] 

bezeichnet  wird.   Also  ist 

18.    Die  Formel  [0,  1,  •  ■  ■,  n]   d.  h.  die  Determinante  nten 
Grades 

'»Ol  +  •  •+  ht„  —  A,j  —  Ä,, 

-  h,,  h,,  +..+  h,„  -  Ä„ 

ist  von  BüRCUARDT  a.  a.  0.  nach  den  Producten  der  in  der  Diago- 
nale stehenden  Grössen  //„, ,  /((,2  >  •  •  >  ^on  entwickelt  worden 
(vergl.  §.  i,  2j. 


§.11,  18. 


H3 


DcrTlieil  derselben,  welcher  keine  dieser  Grössen  enlliiiil. 
A,,, +..4- /i,„  - /»,,  -  Ä,3 

—  /Jj,  -  A3.,  A,3  +. .+  A3,, 

ist  wiederum  eine  verschwindende  Determinnnl(>  ''§.  .S,  1)  ,  in 
welcher  alle  Elemenle  denselben  CoelTicienten  liaben.  dei- 
durch  [1,2,  ..,/?]  bezeichnet  wird.  Daher  ist  der  Tlieil  der 
gesuchten  Entwickelung,  welcher  je  eine  der  Grössen  Ä^,, , 
A(,2)  •  •  enthalt, 

K  [1.2,  .  .,«]    +   A„,  [1,2,.  .,«]    +   ... 

Der  Theil  von  [0,  1,  .  . ,  w] ,  welcher  das  Product  hQ^Il^^^ 
enthält,  ist  eine  partiale  Determinante  (n  —  2yten  Grades,  die 
aus  der  Determinante  [2,3,..,  ??]  dadurch  gebildet  werden 
kann,  dass  man  die  in  der  Diagonale  stehenden  Grössen  h^^^ 
^24)  •  •  >  ^'2/t  tlurch  die  Summen 

/iu   +  ''23  >      '•u  +  hi  <    •     •   >    ^m  +  Kn 

ersetzt.  Bezeichnet  man  die  so  transformirte  Determinante 
durch 

[T  +  2  ,  3  ,  .  .  ,  h]  , 

SO  ist  der  Theil  von  [0 ,  1 ,  . . ,  n] ,  welcher  je  2  von  den  Grössen 
^on  ^02  5  ••  enthält, 


A«,  A,,  [1  +  2  ,  3  ,  4  ,  .  .  ,  n]   +   A„,  A„  [1  +  3  ,  2  ,  4  ,  .  .  ,  «]   +  . 

Auf  analoge  Weise  wird  der  Theil  von  [0,1,..,/;], 
eher  je  3  von  jenen  Grössen  enthält,  durch 


/'„.Ao,A„3  [1  +  2  +  3,4,  5,  ..]    +   A„,A,,A„,  [1  +  2  +  4,3,5,  .  .] 


ausgedrückt,  indem  man  [1  +  2  +  3,4,5,..]  aus  [3,4,5,..] 
dadurch  ableitet,  dass  man  die  in  der  Diagonale  stehenden 
Grössen  h^^,  //g. ,  .  .  durch  die  Summen 

Au  +  A,,  +  h^, ,  A,,  +  A,,  +  A3, ,     .   . 

ersetzt.  U.  s.  w.  So  entsteht  die  Uecursionsregel 

[0,1,  .  .,«]    =   ZA„,  [1,2,  .  .]    +   ZA,,A„,  [1~+2',  3,  .  .] 
+   Zh,,h,Ji,,  [1  +  2  +  3.4,  ..]+.. 
+   A,,  A,„   .   .   A^„  . 
Ballzer,  Delerm.   2.  Aufl.  8 


in 

Zufolge  dersellxMi  ist 


§.  H,  18. 


[o.<]  =  /<„, 

[0,  1,i]    =    2-/,„.  [1,2]    +    /.„,/.,, 

=  /i„, /),.,  +  ''o-,/',,'  +  ''oi '^rJ 
[o,^,^,3]  =  2"/i,„  [1,  <,  3]  +  2"/i„, /i.,,  [1+ a,  3]  +  /(„,/»„, /i„3 

=     Ä,,  +  /,,,  +  /.„^  [1,^3]    +    Ao,  Ao.  [<'+  i  .  3] 

Die  Formel  '1,2,  3j  hat  3  Glieder,  die  Formel  11-+-2,  ■'<] 
hat  deren  2,  also  hat  [0,  1,  2,  :i]  deren  i^ .  F:i)eiiso  erkennt 
man.  dass  die  Formel 


[1  +  2  +  .  .  +  fc ,    k+  \,    k  +  i,     A-  +  3] 

32/.  _j.  3  .  2/,-  4-  /,3  =  /.  /,--f-  3;-  Glieder  hat.  Unter  der  Annalime, 
dass  für  die  Werthe  von  m .  welche  eine  Ix'siininite  Grenze 
nicht  übersteigen,  die  Formel 


li  +  i+..+k,k  +  \,..,k  +  wi] 

Ä(/i -1-wj)'"~'  Glieder  besitzt,    (indet   man  vermöge  der  lleeur- 
sionsregel  für 


[1  +  2  +  .  .  4-  A; ,  /i  +  1 ,  .  .  ,  A-  +  »i  +  1  ] 

die  Anzahl  der  Glieder 

km  +  \:'\+m/"-'  +  k-["':l-'j.i'i  +  m-i/"-'  +  A-'("'  + ') .  3(3  +  m-3;"'-' +  . 

=   A-  m+\"'  +  k-m  m  +  i/"-'  +  ft^ '^'^  ;m  +  i  '" -'^  +  .. 

=  kk  +  m+i/"  . 

iJemnacli  ist  die  bis  zu  /// =  3  gültige  Annahme  unbeschränkt 
richtii:. 

lU.   Die  Resultante  der  Function  ?)tcn  Grades  f[.T]  und  der 
di'ri\irlen  Function  /'  ./■,  ist  (o) 


%"     7"«.)-    f'-fw  = 


a„  a,  a. 
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wenn  das  System  n  Zeilen  der  ersten  Art  und  7}  —  1  Zeilen  der 
zweiten  Art  hat.    Subtrahirl  man  die  mit  w  mnltiplicirle  l(>t/,le 
Zeile  von  der  vUen,  so  erliült  die  nie  Zeile  folj^ende  l-Heniente 
0  ,  .  .  ,  0  ,     —  n(t„ ,     —  (»  —  1 ; rt,  ,  .   .  ,     —  a„_^  ,     0 

und  die  Resull;inle  reducirl  sich  (§.  2,  5)  aul'  d;is  Product  \(in 
a„  mit  einer  Determinante  (2/i — 2)ten  Grades,  woIcIr'  diiich  A 
bezeichnet  wird.   Nach  §.  10,  7  ist 

n{"  —  i) 

A  =  «/-■-'/■' :«i)  •  •  A'K)   =    (-1)      ••=       a,r"-^^(«..  .  .  ,  cc„)\ 

eine  symmetrische  ganze  Function  der  Wurzeln  a^,,  .  .  ,  a„ 
(vergl.  §.  10,  G)  und  eine  homogene  ganze  Function  der  Coeffi- 
cienlen  o^,  .  . ,  a,j  von  2n  —  2  Dimensionen,  welche  die  Discri- 
m  i  n  a  n  t  e  der  ganzen  F  u  n  c  t  i  0  n  f[x)  genannt  wird  *) .  Wenn 
«,j  verschwindet,  so  wird  eine  der  Wurzeln  a, ,  a^,  .  .  unend- 
lich gross;  dabei  vei'schwindet  dieDisci'iminante  im  Allgemeinen 
nicht,  sondern  wird  zui'  Discriminante  einer  Function  (n— Ijten 
Grades. 

Die  Discriminante  des  Products  f{x)gix)  erscheint  hiernach 
(abgesehn  vom  Zeichen)  als  das  Product  der  Discriminanten 
Yon  f{x)  und^(a3)  multiplicirt  mit  dem  Quadrat  der  Resultante 
von  f{x)  und  g[x).  Wenn  A  die  Discriminante  von  f[x)  ist,  so 
findet  man  z.  B.  für  {x  —  t)f[x)  die  Discriminante  Af{t)^. 

20.  Wenn  die  Discriminante  von  f[x)  nicht  verschwindet, 
so  haben /"(as)  mu\f'{x)  keinen  gemeinschaftlichen  Divisor  (8) 
imd  die  Wurzeln  der  Gleichung  f{x]  =  0  sind  sammtlich  von 
einander  verschieden. 

Wenn  die  Discriminante  von  fix)  verschwindet,  so  haben 
f[x)  und  f  [x)  einen  gemeinschaftlichen  Divisor  und  die  Wur- 
zeln der  Gleichung  f{x)  =  0  sind  nicht  alle  von  einander  ver- 
schieden. Der  gemeinschaftliche  Divisor  theilt  auch  die  Function 
pf{x)  +  qxf'{x) ,  welche  aus  der  gegebenen  Function  dadurch 


*)  Gauss  Demonstr.  nova  altera  6  [Comni.  Gott.  Vol.  3)  hatte  dieser 
Formel  den  Namen  »Determinante  der  Function  /"(.x)  oder  der  Gleichung 
f{x)  =  0«  lieigclegt.  Vergl.  Joacrimsthal  Grelle  .1.  33  p.  371.  Jacobi  Grelle 
J.  4  0  p.  24  4.  Bei  dem  jetzigen  Sprachgebrauch  ist  der  von  Sylvester 
(Philos.  Mag.  i851,  II  p.  406)  gebildete  Name  »Discriminante«  bezeich- 
nender. 

8* 
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al»i:oloitol  wcnlen  kann,  dass  man  ihre  Coof(ic-iont(Mi  u„,  a, ,  .  . 
dt'i'  Ut'ilic  iiaoli  mit  doii  (Iliciicrn  (mium*  Ixdichii^fri  aiilluiicli- 
scluMi  Proi;r(»ssion  iimllipliiii  i  ,  und  wrldic  \(ir  l'.rCmdiiii^  {\ry 
DilVcrcnlialrocIiminii  von  IIldde  10-")7  '  zur  hcsliinmiiiiij;  int-hr- 
faclicr  \Vurz(dn  {.\or  rilcicImnL;  f[oc]  =  0   LicMldcl  werden  isl. 

Wciui  f'Lr]  und  f  \.r]  den  izcmcinschariliclicn  Divisor  /*' 
lialx'ii .  lind  dii'  Discriininanto  von  /  iiiclil  \  nsclnv  indil  .  so  isl 
f[nr)  diiich  /''-*■'  ihcilhar.    V.s  sei  /.  H. 

/  ".r     =    /^M  , 

f'[x)   =  kt'^-^l'u  +  l^u'  =  t^v  . 

Wenn  nun  /'  und  /  einen  izenieinscliaHliiiieii  l)i\is()r  nielil  haben, 
so  ist  n  dureii  /.  also  f  .r)  dureh  z'"'^'  iheilliai-. 

21.  Die  l'unrlion /'(a:)  kann  als  ein  besonderer  Wcrlii  der 
hoinoiionon  Funclion  von  2  Variablen  und  ;;  Dimensionen 

u  =  A,y"  +  {';]A,>j"-'x  +  {riA,y"-'jr  +  .  .  +  A„x" 

angeschn  werden*').  Die  Binomialcocfficienlen  sind  denCoeffi- 
cienfen  der  homogenen  Funclion  als  Faetoren  l)eigec;eben,  da- 
mit die  durch  n  getheilten  DifTerentialquolienten  von  u  Coeffi- 
cienlen  derselben  Art  erhalten,  und  damit  u  eine  ntc  Potenz  in 
dem  Falle  wird,  dass  .1^,  yl, ,  .  . ,  .!„  eine  geometrische  Pro- 
gression bilden. 

Nach  der  Fundamentaleigenschali  der  homogenen  I'unclio- 
nen  jial  man  die  Identität 

ö «  du 

Der  cenieinschafllielie  Disisor  Non  ii  und  —  ,  -  isl  also  auch  ein 

Divisor  von  — ^r—  .    Die  unter  der  Voraussel/nmi  ;/  =  I  irebil- 
n   öy  .    .1  ■ 

,1    I      l>         I.      .  ^     ()u  ,    1     öu     .,.,.,,..     . 

nele  liesullante  von r —  und    -  -v—   ist  wie   die  Discrimmanle 

n    0.I-  n    oy 


*)   HiDDE  Episl.  I.  Rcv.  10    in    .Sciiooten's  Ausgabe    von  Descartes' 
Geometrie. 

**)  Dieses  wiciili^t;  Iliilfsinillel  clor  Analysis  ist  von  Newton  Arillim. 
uiiiv.  Inventio  divisoriiin  p.  43,  Plicker  System  d.  anal.  Geom.  §.1,7, 
IIksse  Grelle  J.  28  p.  102,  Joaciiim<:tiiai.  Crolle  .1.  33  p.  373,  .Iacohi  Crello 
J.  40  p.  247  und  Alulern  ,  zu  dem  •.'egenwärl igen  Zweck  von  Salmon  higher 
plane  curvcs  p.  296  angewcndel  worden. 


§.  11,22. 
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von  f[x)  eine  honios;enc  uiiii/c  l'unctioii  der  (Incriicirnlcii 
«y,  a, ,  ..,  «,j  von  2/)  — 2  Dimensionen  nnd  verschw  indel  zu- 
gleich mit  der  Discriininiinlo  von  f[x)  .  Daher  lial  jene  Resul- 
tante zu  (liesei-I)isciMniinant('  ein  \on  den  Cneriicicnlen  <'/^ ,  ^',,  .. 
unahhängifies  Verliältniss. 

In  der  Thal,  wenn  man  in  der  Dclcniiinantc  .1  '19)  jede 
iler  ielzlen  n  —  i  Zeilen  mil  /;  mulliplicirl ,  und  nou  ihnen  i\vv 
Reihe  nach  die  2lc,  3tc,..  Zeile  des  Systems  sublrahirl ,  so 
findet  man  nach  Umstellung  der  ?Uen  Zeile 


2«. 


3«3 

2a., 


3o, 


na^       (tt— 1]a,     (n— 2;a„ 

na^        (»  — 1)«!      (n— 2;a.j 


d.i.  die  Resultante  von  {''[x]  und  nf[x)  —  xf'{x)  . 

Beispiele.  Die  Disrriminante  der  Function  2ten  Grades 
«„   +   2«i.r  +   (u_x- 
isl  die  Resuilante  von  a^  +  a^x  und  a^^  +  o^a:,   nämlich 

Die  Discriminantc  von  a^  +  3a,cc  +  iu.^x^  ■+■  ü^X^  ist  die 
Resultante  von 

a,   +  20,  a;  +  a^x^ 
a^  +  ia^x  +  a^x- 

iiiinilicli  in  der  verküizlen  Gestalt  (12) 

'  2  Vii'-—  af,a.,  a^a.,  —  a„a^ 

Ebenso  (indel  man  die  Discriminanle  von 

o„  +   4a, x-  +   6a., ic-   4-   4a3.T^  +   a^x'■  , 

3(a,^  -  «0O2)  8:a,Ü2  -  «003'  «i'^s  -  «oOi 

3(a,a2  -  Oo«3)        ^«Z  ~  ^"i":i  ~  "»^4         3  a^ttj  —  a,  aj 
a,  aj  —  %a^  3 (a., 03  -  a^  aj  3  «3"  -  «2 «4"; 

22.  Das  in  der  Discrimiuante  von  f^)  enthaltene  Product 
aller  positiven  und  negativen  Differenzen  zwischen  den  Wurzeln 


H8  §.11,22. 

K  .  Ct.,  .  .,  ((„  iU'V  (ilciclumii  ('{,)•)  =  0  i.sl  cUm' (Jutiliciil  (l(>s  lic- 
k.iimlcii  (ilicdi  s  (luicli  (l(Mi  (locriicicnlcii  <\cs  liixlislcii  (ilicdcs 
in  der  i:**oi(liu'lon  (ilcicluinf:,  di'ii'ii  \\  iii/.chi  die  iiciiiimiltn 
DilVeivn/.cn  .sind '). 

l'm  (licso  Cdcichun!^  /.u  luKlfii,    Ixniiorke  iiiiiii,    dass  dem 

/•(.r)   =   0  ,  f{-v  +  y)   =  0 

i:('iuiul  wiiil,  indem  m;in  für.r  und  .r-*-//  alle  Wurzeln  ct^, ...  «„, 
niilliin  füi'  ij  alle  DilVeien/en  der  Wurzeln,  unlor  denen  7»  ver- 
sehwinden ,  und  für  ./•  den  jedesmaligen  Suldialicnden  solzl. 
Dabei  verseliw  inilel  die  l\esultanle  /{  der  beiden  dureh  /(.-i;) 
und  fix  + !/  bozcielmelen  Fumlionen  von  x  (8).  Also  ist  li 
dureli  y"  Iheilliar.  uml  /{  :  y"  =  0  die  (ih-ielunii;,  deren  Wur- 
zeln die  DilVerenzcn  zwisehen  jeder  der  Grössen  a, ,  •  • ,  «„  und 
den  übrigen  Grössen  dieser  Reihe  sind.  Diese  DilVerenzcn  sind 
aber  paarweise  enlgegengeselzl  bleich,  also  konmieu  ii\  11  :  ^ 
nur  gerade  Potenzen  von  y  vor. 

Unmillclbar  lindcl  mau  die  von  den  Ncrsrliwindenden  Wur- 
zeln l>efreitc  Gleichung,  indem  man*^)  von  dem  System 

(I)  f{u  +  v)    =  0  ,         fu-v)    =   0 

ausgehl,  welchem  dureh  die  Werlhc 

iu   =   ff,-  +  «/.  y  2r   =   «i  —  ccj. 

genügt  wird.  Dieselben  Auflösungen  hat  das  System 
f  u  +  v)  +  f'u-v)  _  f{u  +  v)  -  f'u-v:   _ 

(11)  -  —    "  .  2  —    "  . 

dessen  erste  Gleichung  nur  gerade,  und  dessen  zweite  Glei- 
chung nur  ungerade  Potenzen  von  v  enthält.  Weil  f[u-\-v) 
_  f'u  —  v]  dureh  v  iheilbar  ist,  so  umfassl  das  System  (11)  die 
beiden  Svsteme 


*)  Diese  unter  dem  Namen  »^quation  aux  carres  des  dilTiTcnccs« 
bekannte  Gleichung  ist  von  W.\iung  Mise,  analyt.  1762  p.  17  mit  Iliilfe  \on 
symmetrischen  Functionen  der  Grössen  «, ,  «^ ,  .  .  consiruirt  und  zur 
Lntersuchuiig  der  Wurzehi  einer  ge}ic))encn  Gleichung'  gel)rau<lit  worden. 
Besondere  .\usfuliruni.'i'n  für  die  Gleichun!.'en  4toM  und  ötun  (irades  lial 
Wahin«  in  den  Phiios.  Transact.  17G3  p.  294  niit.ueliieiil.  Die  Alileitun^ 
der  erwähnten  (Jlcictiung  durch  Hliniiiiation  wurde  von  E11.1.H  Galc.  difF. 
II,  §.244  gezeij^t,  und  ausführlich  von  Ka(;kam;e  .Meni.  de  Berlin  1767 
p.  311  art.  8.  Res(»lution  des  equal.  art.  8  und  Note  8,  beliandelt. 

*♦)  Nach  BoHCHAitDTS  .\ngabe. 


§.  12,  1.  111) 

und 

f[u-¥v)  +  f[u-v)   ^  f{u  +  v)  -  f[u-v)   ^ 

Dem  System  (IV)  wird  durcli  die  Weillie 

2u    =    «,•  +  «A:  »  2  t)    =    «j  —  Kl; 

unter  der  Besclniinkung  genügt,  dass  i  und  /t  verschiedene 
Zahlen  der  Reihe  1,  2,  .  .  ,  ?i  bedeuten.  Bildet  man  nun  die 
Resultanten  xp{v^)  und  x(w)  tlcr  Functionen 

/•(u  +  t;)  +  f[u  —  v)  f(u  +  v)  —  f{u  —  v) 

2  ""'^  iv 

jene  in  Bezug  auf  die  Variable  u,  diese  in  Bezug  auf  v^ ,  so  ist 

jjj{v-)   =  0,     wenn   u'^  =  t"'"»  ~ '^'t^* ' 

1 
_;^(m)      =   0  ,     wenn    u    =  --  [ct^  +  ccj^]  . 


§.  12.    Die  FiTiictionaldetermiiianten. 

1.  Wenn  n  Functionen  fi-,  f^^  ■  ■  ■,  fn  ^^er  n  Variablen  a:, , 
Xg ,  .  .  ,  £c„  gegeben  sind  und  f^].  den  partialen  Differential- 
quotienten von  fi  in  Bezug  auf  die  Variable  Xj^  bedeutet,  so  dass 

,     _     Vi 
so  heisst  die  Determinante  niexv  Grades 


R  = 


In    /i2    •     •    lin 


Im    Iii2    '     •    Uta 

die  Determinante  des  Systems  der  Functionen  oder 
die  Functionaldeterminante  des  Systems*).  Dieselbe 
reducirt  sich  auf  eine  Determinante  niederen  Grades ,  wenn 
z.  B.  /"j  nur  von  x^ ,  f^  nur  von  x^  und  x^  abliängig  ist  (§.  2,  5) . 


*)  Jacobi  de  determ.  functionalibus  (Grelle  J.  22  p.  3<9)  §.  5. 
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\'i>n  (l(>r  l"mi('li(iiiiil(lt'(niiiin.iiil<'  Mciltl  mir  diis  Anriiiiiisiilicd 
Ulnii;,  wi'Hii  /",  »'ine  l"iiii<li(iii  von  ,/■,  ,  /;,  ciiu'  iMiiulioii  Vdii  .r. 
unda?2,  /a  «'iiic  l"iiii(tiim  xoii  ,r,  ,  ./'.,  iiiid  ./.j  ii.  s.  (.  isl  (§.2,  7). 

2.  DuitI»  /,  werde  eine  dci-  n  i;ci;flKMU"ii  l-iinclidiicii  l>c- 
/rifliiuM  .  in  wt'lcluM'  die  N'.iri.dtlc  .t,  niclil  Ichll :  d.uiu  ist  x^ 
eine  I)osliinnil(>  ruiulion  von  f^,  .Tj  ,  •  . ,  .r„ ,  und  die  ül)rii:en 
Functionen  können  von/',,  a-^,  ■  •  ,  ^n  nhliiintiiii  geninehl  wei- 
den. Duieh  f^  werde  eine  dei-  )i  —  1  lr;iusforniirlen  runctionen 
hezeiehnel,  in  welcher  die  Vnrinble  x^  nicht  fehlt;  dann  isl  a^ 
eine  l»es(iniinle  Function  von  fi,  f^y  ^3,  •  • ,  «n  >  ^^^^^^  ^^^^^  übrigen 
;;  —  2  Iriuisforniirlcn  Functionen  köiuien  von  /", ,  f^,  x^^  •  ■  1  ^n 
al)hiiui;ig  gemacht  werden.  Durch  /j  werde  eine  der  letztern 
Functionen  l)czeichnel,  in  der  a^g  nicht  l'ehU,  u.  .s.  w.  Demnach 
erscheint 

/",  als  Function  von  x^ ,  x„ ,  .  . 

fi A.   J^.,  •T3,  .  . 

Ii fi>   fi>   -^i*  ■^\>  •  • 

In f\ih'--jfn  —  \i^n- 

Indem  man  die  parlialcn  Dinerenliah|uolicntcn  der  so  Iran.sfor- 
mirlen  Functionen  von  denen  der  gegebenen  Functionen  durch 
hinzugefügte  Klammern  unterscheidet,  erhält  man  die  Funclio- 
naideterminante  des  gegebenen  Systems  in  Form  des  Products*) 

(  ^_A  ^  flf-^  \  (  ^ln\ 

worin  (-5-^)  von  -J^  sich  nicht  unl(>rscheiilet.  während  (-v-;- ) 

von -v^  tladurch   nnterscliit'dcii  ist,   dass /,,   im  ersteren  Falle 

als  Function  von  /, ,  a'g,  •  .,  -t,,,  im  letzleren  l'alle  als  I  imdion 
von  .T, ,  .T, ,  .  . ,  x^  betrachtet  wirtl  u.  s.  w  . 

Beweis.    Na<li  der  idier /'  gemachten  Voraussetzung  ist 


")  Jacübi  (icl.  funcl.  §.  18. 


§1 

2,3. 

Diilicr  ist  iiitch  §.  •"),   1 

/ 

öA         öA 

1           0          0    . 

m '  »  ■ 

.... 

= 

g;D'  »• 

(^i)(i) »  • 

da;,  ■   '  bx,^ 

(^)(^;d  '  ■ 

/öA\/ÖA\AV3^| 
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Diese  Ijeideii  Dcleriniii.uUcn  rcdiiciren  sich  aul'  ilirc  Anfangs- 
s;lieder  (§.  2,  7)  ;  die  eine  hat  den  Werlh  1,  die  andere  ist  dem 
oben  angegebenen  PnMlucle  iiieich. 

3.  Lehrsatz.  Wenn  die  Doterminanle  R  des  Systems  (Km- 
Fimctioncn  [^t  f^i  •  •  ■,  fn  identisfli  versch\\iii(h't ,  so  sind  die 
gegebenen  Functionen  von  einander  nicht  unabhängig,  und  um- 
gekehrt*). 

Beweis.  AVenn  die  Determinante  R  identisch  verschwin- 
det, so  nmss  von  dem  Product  (2j 

ein  Factor  identisch  verscliwinden.  Nun  sind  im  Allgemeinen 

{M\         fAfi\  fÄL=A\ 

\bxj    '     \bcj  '  •   •  •    \bx„_J 

von  Null  verschieden,  weil  nach  der  Voraussetzung  (2)  in  f^ 
die  Varial)le  x^ ,  in  f^  die  Variable  x^,  ■  •  nicht  fehlt.  Also  muss 


(^ 


identisch  verschwinden,  d.h.  di(>  Iclzle  Function  isl  oline  x^ 
(hiirh  /', ,  /j,  .  .,/],_,  aus(lrückl»ar.  Wenn  es  sich  ereignet, 
dass  in  keiner  der  Ijeiden  letzten  transformirten  Functionen  die 
Variablen  a^„_,,  x^  vorkommen,  so  hat  man  identisch 


d.  h.   jede   der  beiden  letzten  Functionen  ist  ohne  £r„_,,    x^ 
durch  fi:  fz,  •  • ,  fn—2  nusdrückbar.  U.  s.  w. 


*)   J.\coBi  dct.  funct.  §.  6  uiul  7. 


122  §.  U>,  .{. 

l  iiiLickclirt ,  wenn  (lio  iiciicboncn  iMinclioiHMt  iiiclil  iinalt- 
liiiiii^ii;  \(tii  ciii.iiulcr  sind,  suiidorn  z.  H. /„  (luicli  /, ,  /.^ ,  ..,/„_, 

ohne  .T,,  ;ms(lrtukl)ar    ist,    so  vorsthwindol  (  \   "  )  idoiUist'li, 
folulirli  iuirh  /{. 

4.  1U>S()  II  d  (' rc  l\illc.  Wenn  die  l'uiictiniicii  /, ,  •  •  , /„ 
lincai"  sind,  so  ist  die  l'uiuiioiialdclriiiiiiiaiilc  xoii  der  Dclcr- 
iiiin.iitli'  diT  (Im'iliciciitcii  iiiclil  \  ciscliicdon  i§.  Hj.  Hei  dein 
Verschwinden  dii>ser  Delerniiiiaiile  sind  tlio  Functionen  durch 
eine  (ilcicliunu  \  (in  dei"  l-'oi'in 

«i.A  +  «..7^.  +  .  .  +  f<,„f„  =  0 

unter  einander  vt-rltunden. 

Wenn  die  Functionen  /,,••,  /^  die  parliaien  DilVcrenliaiinio- 
ticMilen  einer  geij;ol)enen  Function  F  sind,  so  isl  die  l'unclionai- 
delerininanle  gieiehhedeiilend  mit  der  \on  lliissi;  Citdle  .1.  2S 
p.  83j  aus  den  zweiten  parlialen  Dillerentialquolienlen  von  F 
gebildeten  Determinante,  welcher  Sylvestkr  (Canibr.  and  Dublin 
nialh.  .1.  G  p.  186,  den  Namen  »Ilessian  of  Fa  gegeben  hat. 
Diese  Functionaldeterminanle  versclnvindet,  sol)ald  /i ,  •  • , /"„ 
durch  eine  Gleichung  verbunden  sind,  welche  dadurch  zu  einer 
Idenlilät  ^^ird,  dass  man  die  Dinorentialquolientcn  durch  die 
Variablen  ausdrückt  (3).  Sind  die  DillerenliaUiuotienten  durch 
eine  Gleichung  von  der  Art 

(■.A  +  f.A  +  .  .  +  <;J„  =  0 

verbunden,  in  welcher  c, ,  •  • ,  c„  Constanten  l)edcuten,  so  geht 
die  iMinclion  F  durch  die  lineare  Sul)slilulion 

^\        =  Vi         +  '-iVh 

^n  —  1    ^^    Vn  —  \    "*"    ^M  —  I  y» 

■'•»      =  '■„  y„ 

in  eine  luiulion  (h-r  n —  I  Variablen  //, ,  .  .  ,  y„_,  iU)er,  weil 

Die  Functionaldelerminante  der  Dincr(M)tial(|uolienlen  /*, , 
fii  •  •  ■)  fn  ^''"''''  liomogenen  Function  F  von  i  Dimensionen  (einer 


♦)  Vcrgl.  Hesse  Grelle  J.  '.2  p.  117.  06  p.  203. 
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(|ua(li'ali.sclicn  Form)  ist  zui^lcich  dio  I)  i  sc  li  iii  i  na  ii  ( c  dri- 
Function  *).  Wenn  dieselbe  verschwindet,  so  sind  die  linea- 
ren Functionen  /, ,  .  . ,  /„  durch  eine  Gleicliung  von  der  Art 

verbunden,  und  die  Function  F  ist  in  Wahrheit  eine  honioi^ene 
Function   von   2  Dimensionen,    aber   von   weniger  als  n  Vari- 
ablen''). 
Seispiel. 

F  =  x-  +  Inj-  —  iz"  +  'iyz  +  xz  —  5.ry 
/:,    =        ^x  -  'öy  +  z 

/■,^    =  —  lix  +  Sy  +  "Iz 
/•-     =         X   +  2y  —  4g 

Die  Discriiiiiiianle  von  F  vei'schw  indel,  unil  man  hat 

'^f^  +  r,j  +  fz  =  ^  ■ 

Die  Substitution 

X  z=  u  +  'iw  ,         y  =  V  +  w  ,  z  =  10 

giebt 

F  =   U'  —  'öuv  +  4ü"   =    (m  —  V]  (m  —  4v) 
=    [X-  y  -z)[x-  4'i/  +  23)  . 

5.  Wenn  U  eine  gegebene  Function  der  Grössen  /"j , 
[-■)■•  1  Ini  i^^^  derselben  eine  gegebene  Function  der  Grossen 
a'j ,  x^i  •  ■  1  ^n  ^^^1  ^^'^'1^1^  ferner  R  die  Functionaldeterminante 

/ii     •     •    Im 

Im     •     •    hin 

bedeutet,  so  ist  das  l)estimnite  vielfache  Integral 
/  Udl\(l/'.,  .  .  d/',^  =  I  URclXidx.,  .  .  dx,^ 


*)  Vergl.  §.  H,  ■OtT.  Mit  dem  Namen  »Determinante  einer  quadra- 
tischen Form«  halte  Gauss  (Disq.  arithm.  154  und  i267)  den  enti^egen- 
fiesctzten  Werlh  der  Determinante  bezeichnet,  welclie  jetzt  gewöhnlich 
Discriminante  heisst.  Nach  Sylvesteii  (Philos.  Mag.  1851,  II  p.  406)  ist 
die  Discriminante  einer  homogenen  Function  von  l)eliebig  vielen  Dimen- 
sionen eine  Resultante,  nämlich  diejenige  Function  der  Coeflicienton, 
welche  verschwinden  muss,  damit  die  partialcn  Ditrercntialquotienten  der 
Function  zugleich  verschwinden  können. 
**)   G.\uss  Disq.  aritlim.  215  und  267. 


I2i  §'^, ->• 

linier  dri-  Vor.uissel/.imi!,  diiss  dio  (ircn/oii  der  iumkmi  Inlcurii- 
lioiicii  iiiirli  (IcM  i;('!;«>lK'n(Mi  (Irni/.rn  (Um-  iiis|)iiliii:li<li«'ii  lnl(i— 
iiiMlidiicn  iir/.oiicn  NNci'dcn ') . 

Beweis.   Stellt  iiiiin  /imiielisl  wie  dbon  ('£) 

/",    als  ruiKlioii   von    .;•,  ,  x.,,  Xj,      .      .   ,     .»„ 

A /■>.  ^i.   ^3.       •       •   .      -^n 

f. A  .    /^. .  -^3 .      •      •   .     ■'■« 

f, A.  A.    ■   •  .   A,-,.'-« 

^o^  und  unlorschoidel  man  die  parli.den  l)ilVer(Miti;d(|n(»lienlen 
d(M-  liMiisformirlon  l'inulionon  dureli  Ix'iiiefii.ülc^  Klaninieiii ,  so 
kann  man  die  neuen  Variablen  narli  uml  nach  in  das  L:e!j;el)onc 
Integral  einl'iUiren  wie  folgt. 

Indem   man   mit  der  Inleizration    in  Uezug  auf  /„  lu'Liinnt, 

hat  man  das  Dillerential  f//„  durch  (y^)  <l-^'n  ^-^  ersetzen,  um 
statt  der  Variablen  /),  die  Variable  ir„  einzurühren.   DcMunach  ist 

Cudf,  .  .  df,  =  f'l  (^-|^)  df,  .  .  df„_,dx„  . 

Wenn  man  die  Entw  ickelung  dieses  Iransformirtcn  Inte£;rals 
mit  der  Integration  in  Bezug  aur/„_,  beginnt,  so  hat  man  f//',i_, 

durch   (i-^^^^)  (/-^n-i   ^'"  ersetzen,    um   slatl  der  Variablen 

fn  —  \  '^'i''  Variable  x,^_^  einzuführen,  und  (indet 

Indem  man  so  fortfährt,  erhält  man  endlich 


';  Die  Transfonnation  einos  zweifachen  Integrals  ist  zuerst  von  Ein. kh 
17.19  Nov.  Comin.  relrop.  14,  I  p.  72  fiezeigt  worden.  Bald  darauf  hat 
I.AORAx.K  Mein,  de  r.\'  ad.  de  Berlin  177;J  p.  125  die  Transfonnation  eines 
drcifaciicn  Inlciirals  naeli  einer  alliieinein  anwcnilharcn  Methode  ausge- 
führt. Der  aliuenieine  .\usdruck  des  transforiiiiitcn  vieifaciien  Integrals 
rührt  von  .I.^coiii  her  (Crelic  J.  \t  |).  38,  del.  funcl.  §.  19).  Denselhon  Aus- 
druck iiat  aucli  C.\T.M,.\N  gefunden.  Mem.  cour.  p.  Tacad.  de  Bru.veiles 
t.  U  MSiO  .   Vergi.  üull.  de  iacad.  de  Belgi<|ue  l.  13,  6. 
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Dns  Product  der  künstlichen  die  obigen  Transformalionon  vor- 
aussetzenden Dirrerential(|uolienten  ist  al)er  die  iMinclional- 
deterniinante  von  Z', ,  /!,,  •  •  ■,  fn  (2). 

().  Zu  dcrseUx'n  Reirel  gelangt  man  unniitleihar  duicli 
Verfolgung  des  Weges,  den  Lagrange  (I.  c.)  bei  der  Transfor- 
mation eines  dreifachen  bitegrals  eingeschlagen  hat'). 

Wenn  ^  ,  /g  ?  •  •  ?  A  Functionen  der  Variablen  .t,  ,  .Tj  ,  •  ■ ,  -t^ 
sind,  so  besieht  das  System  von  linearen  Gleichungen 

elf,    =  f,,dJ\   +  l\.,dx.,   +   .   .  +  f,>,dx„ 

(ffn     =    f>n'l'^\    +    f>rid.r.,    +    .    .    +fnndXn  . 

Durch  Auflösung  desselben  erhält  man  (§.  8,   I) 


wenn 


«„  = 


/"n 


Inn 


^fi 


und  (f;i;  den  Coefficienten  von  f]j.  d.  i.  <-}  in  R^  l)edeutet,   so 
dass  insbesondere  (f„,^  =  /?„_,  ist  (§.  3,  1).  Es  sei  nun 

VdArf/;  .  .  df„ 


f' 


das  zu  bildende  vielfache  Integral  und  U  eine  gegebene  Func- 
tion von  f^.  fo,  ..,  fn  . 

Wenn  man  die  Reihe  der  auszuführenden  Integrationen 
mit  der  Integration  in  Bezug  auf  f^^  ei'ofTnet,  so  hat  man  die 
Summe  der  Differentiale  Udf,^  unter  der  Bedingvmg  zu  suchen, 
dass  /", ,  f.,.  .  .,  /"„_,  unverändert  bleiben.  Unter  dieser  Bedin- 
gung ist  in  dem  obigen  System  von  linearen  Gleichungen 

d/-,  =  0,    df,  =  0,  .  ..df„_,  =  0, 
folglich 

K-xdfn  =  Kdx,^, 

so  dass  man  df^^  durch  -—-^^dx^  ersetzen  kann.   Folglich  ist 
'*«  — I 


*)  Catalan  1.  c.  Vergl.  Moigno  Le?ons  IT  p.  223. 


\iC  §.  i?,  G. 

Ju  df,  ..,lf„   =  I^U  -^  df,  .  .  df„  _  .  rf.r,  . 

\MMUi  (lio  (Ii'i'nzon  von  ./'„  inuli  dmi  liCLicIicncii  (Irciu.en  von  /"„ 
hcstininil  worden.  Intlcni  jn;in  die  l^ntwickoluni:  des  so  Irans- 
fürniirlcn  Inlcizrals  mit  der  Inlegralion  in  IJcziit;  auf  die  Vnriable 

In  —  ,  l>ei:innl.  hat  man  tlic  Summe  der  DitVci-cnliale  f/ —^'- (//J,_, 

/u  suchen,  während  /]■,  (2^  ■  ■,  /„_ 21  ''/i  "iiNcrändeil  Meihen. 
l'nler  dieser  Voraussetzuniz  hat  man  al>er 

df,    =    0,  .  .,    df,_,    =    0,     r/,r„    =    0  , 

niilhin  folgendes  System  \on  u  —  I  linearen  GUMcluincen: 
0  =   /■,,  (/.r,    +    .    .   +   /■,,„_,         '/.'•„_, 

0         =  /■„_.,■  f/'-.  +  .  ■  +  /;,_,,„_, f/.'-„_, 
dAj-,  =  /"«_,,,  rf',  +..-»-  /;,_,,„_, f/.'„_, . 

Hieraus  ergiebl  sicli  wie  ol)en 

H„_.,df„_,    =    /?,,_,  «/.i„_,  , 

SO  dass  man  dfn  —  i  dureh    " ~ '  d .t„ _ ,  und  U    -"    <lf„  —  i  dinch 

''/j  —  -2  ''n  —  i 

D 

17—5-  dj"„_j  ersetzen  kann.  Daher  ist  l)ei  der  erfordeilichen 
Begrenzung 

/' f  ^i-  rf/,  .  .  f//-„  _  .  dx„   =  Tu  ^  df,  .  .  dr„  _ ,  d.r,  _  ,  d.r„  . 

Der  gefundene  Ausdruck  für  das  gesuchte  vielfadie  Integral 
liissl  sich  durch  analoge  Betrachtungen  lransforn)iren,  indem 
man   zufolge   eines  Systems   von   n  —  2   linearen   (Jleichungen 

n 

df,i-2  'lurch  ~"-~-  dx„_2  ersetzt,  wodurch 


/ 


Uj^df,  .  .df„_,dx„_,dx„ 


Nsird  u.  s.  w.   Endlich  findet  man  auf  demselben  Wege 
Cu  -^df.dx.,  .  .  d.r„   =  C  V  n„  d  .i\  d  x.,  .  .  dx„  , 
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indem   man  zuerst  in  Bezug   auf  [^    integrirend  vermöge  der 
Bedingungen 

dx.^   =   0  ,     dx^   =    0  ,   .  .  ,     dx,^   =   0 

(liis  ÜilVerenlinl  (//',  durch  J^  dx^  d.  i.  /f,^/.r,  ersetzt. 

7.  Wenn  f^^  f^-,  ■  •  ifn  nicht  unniiltell)ar  als  Functionen 
von  a^, ,  •'3"2  >  •  •  1  a^n  j  sondern  zunäclist  als  Funclionon  der  ;; 
Grössen  y^ ,  j/^.  .  . ,  Vp  gegeben  sind,  welche  gegebene  Funclio- 
nen  der  Vari;i!)U'n  x^^  x^^  .  .  ^  x^  sind,  so  findet  man  ihre 
Funclionaldeterininante  wie  folgt*).   Nach  Voraussetzung  ist 


also 

dx/;        Öl/,  öx^;        by.^  bx;^ 

^    Ö4  öj/,, 
bVi,  bxk  ' 

wenn 

Cik  =  ÖM^A   +  ai.,l.,/,  +  . 

ÖA                          bfi 
^••^  =  bx,  '         «'^-  =  ö,,  ' 

Bezeichnet  man  die  Determinanten  der  Elemente  o,  h  durch 
P,  Q  und  die  gesuchte  Determinante  der  Elemente  c  durcli  /?, 
so  ist  nach  §.  5,  1 ,  w  enn  p  <,n, 

fl  =  0  , 

d.  h.  wenn  die  gegebenen  Functionen  durch  eine  kleinere  An- 
zahl von  Functionen  der  Variablen  ausgedrückt  werden  können, 
so  verschwindet  die  Functionaldeterminante  identisch ,   wie  es 
nach  dem  Lehrsatz  (3,  zu  erwarten  war. 
Wenn  p  =  n ,  so  ist  R  z=  PQ,   d.  h. 

byi_ 

bx^ 


5^ 


öA 
bx„ 


04  _ 
bxi 


ö/-„ 


Öj/i 


Ö2/„ 


^fn  Ö4 

öy,  "   ■  ö)/„ 


öy. 
öa;„ 


bx, 


bx„ 


Wenn  p>n,   sois[R=2PQ,  d.  h 

ÖA   ÖA 


ÖA. 

da;, 


öa;,, 


bxi 


öa;„ 


=  ^ 


bxi  bx.. 
öy.,  öy^ 


*)  Jacobi  det.  funct.  §.  H. 


I2S 
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Dio  Gliodor  dieser  Summe  werden  pebildel ,  indem  man  für 
r,  ."f.  ..  alle  C(>nd)ination('n  \on  je  ;;  vtMscIiicdcncn  .Numei-n  aus 
(irr  Ueilu>  I ,  -2 .  .  .  ,  p  .scl/.l. 

8.  Weim  (\,  fo,  •  ■  •  fn  'i'«"'''  explicilc  als  iMiiictidncn  yow 
.T, ,  .rj,  ..,  .T„  p;e!Zelt(Mi  sind.  Sdiidein  iiii|>li(itc  d.idiircli,  dass 
n  Funelionen  y, ,  (p.^,  ■  •  ^  cpn  ''^''"  Variablen  /, .  /^ ,  ..,/„,  .'', , 
.7'2,  .  . ,  ci"„  versehwinden,  sn  isl  ^) 


AL  _  All. 

ALl  _  AA. 


=  f-D" 


bx^     '    '    dx„ 


öA    ■  ■    ö/;, 


Beweis.  Vermöge  der  gegebenen  Gleichungen 
y,  =  0 ,    7,  =  0 ,  .  .  ,    7„  =  0 

kann  jede   der  Grössen  f^,  f^,  ••,/),   durch   die   Grössen  O", , 

.Tj,  •  •  ,  ar„   ausgedrikkl  werden.    Wenn  man   die    gefundenen 

"NVerlhe  in  (pi  subslituirl,  so  erhält  man  die  Identität  <pi  =  0. 

Aus  derselben  folgt  durch  DilVerenliation  in  Piczug  auf  .rj.  die 

Identität 

,     b(fi    cV„ 


d.  i. 


bx,,  ö/-,     bx/,  bf„    bx;, 


Cik    =    *n«iA 


h;,.  a 


n  "n/c 


wenn 


b.i.   = 


b'ri 


bA_ 


gesetzt  wird.    Bezeichnet  man  ilie  Delerminanlen  der  I-llcmenle 
r,  I),  (t  durch  T,  S,  /?,    so  ist  (§.  5,  1) 

T  =  sn  ,       n  =  T  :  S 

und  zwar  [§.  .3,  4) 

dy,  dy, 


T  =   (-1)" 


da;,    '    '    dx,, 
da;,     '    '     da;„ 


•/   Jacoiu  ilel.  fiincl.  §.  10. 
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9.  Wenn  fi,  fo-  ■  ■  ^  fn  <Ia(iu''cli  als  Functionen  von  x^, 
x^,  .  .,  x„  geaoben  siiul,  tiass  71 -h  p  Functionen  ^, ,  y^»  •  •> 
qp,j^.p  der  Variablen  /", ,  /a ,  •  • ,  f>,  +p ,   x^,x^,  .  .,  x,^  verschw  in- 


den,  so  ist")  2  ± 


öy, 


(-1)' 


da;, 


All-        <^Vi 


Ö '/«  +  /)  öf/,,. 


ö 


/«• 


öx. 


öa;„       d/-„  +  , 


^fn  +  p 


Beweis.  Vermöge  der  Gleichungen 


=    0 


^fn+p 

^T»  +  p 
^fn  +  p 


können  f„^^,  ^+2,  ■■,fn+p  «lurch  die  übrigen  Grössen  aus- 
gedrückt werden,  folglich  sind  vermöge  der  Gleichungen 

(f,    =    0  ,     (f..    =    0  ,    .   .  ,    (f„    =    0 

die  Grössen  f\j  fo,  •  ■  ■,  fn  tlurch  rr, ,  a?2 »  •  •  '  ^n  nusdrückbur. 
Daher  hat  man  (8)  für  ^  =  1 ,  2 ,  .  . ,  w  +  /j  ,  solange  k  nicht 
grösser  als  n, 


Cik  =  f'hfhk 


i>in  0,1/,  , 


r       -  ^V-i  },        -     ^'fi 


gesetzt  wird.  Wenn  dagegen  k  grösser  als  n ,  so  setze  man 

Bezeichnet  man  nun  die  Determinanten  (n+p)ten  Grades  der 
Elemente  c  und  h  und  die  Determinante  ?iten  Grades  der  Ele- 
uiente  a  der  Reihe  nach  durch  T,  S,  R,  so  ist  (§.  5,  5) 
T  =  SR  ,     R  =    T  :  S  . 


*)  .Iacobi  det.  t'unct.  §.  13. 
Ballzer,  Deteriu.   2.  Aufl. 


t:]0 


§12,  9. 


Inslit'soiidci'i"  isl 


da?, 


J^  dr,  *  •  'bf„ 


10.  \\  Clin  /\y  foi  ■  • '  In  '^'"^  «Mii;iii(lfi-  uiijildiiiiiLiiuc  l'iinclio- 
11(11  \()n.T, .  .j'j.  ■••'^n  "^''k''  •'^"  "^i'"'  inicli  .r, ,  öTj,  .•,£!";»  von 
iMiiiindtM'  uniililliiniiiiio  Funflioncn  \((n  /, ,  /^ ,  .  .,  /"„  .  Di(>  Dclor- 
iiiiii.inlo  (los  SyskMiis  f^.  f.,.  .  .  . /„  und  die  Dotcnnin.into  dos 
Sxstoins  .T, .  .Tg,  .  .  ,  Ol',,    sind    rociinok  .    d.   Ii.    ilii-  l'rodncl    isl 


Beweis.   Um  /j;  in  Bezui^  aul'  ß  zu  dill'oronliiron.  miissto  man 
£r, .  Jo ,  .  . ,  a',j  durch  /", ,  ^^^  •  •  i  fn  iiwsdriiekon  und 


da-,,     hß 


l)ildon.  Dioso  Suinmo  l)olrii!zl  aber  0  oder  1,  je  nacluloni  k  von 
/vorschieden  ist  oder  nicht,  weil  fi^  f^i  •  •  ■>  fn  ^'on  cinaiuk>r 
un;il»hängig  sind. 

Bezeichnet    man    .    -  (hiich  on.,    -^„^  dui'cii  hn.   und    (he 
().r/,  ''^ '      bfi,  ''' 

erwidinlc  Summe  durch  Cjj.,  l)ozoichnot  m;iii  (he  Dolcrininanlon 


/..,  . 

■      f'in 

<^u     • 

■      <-\„ 

Kr  ■ 

■      ^nn 

Cui     ■ 

^nn 

(hnch  /{ .  .S,  T,   so  isl 

f(tli:lich  (§.  5,  ])    T  =  RS.    Nun  ist  0^]^.  entweder  0  oder  1.  je 
nach(h'm  Ic  von   /  vors(hi(>d(Mi    ist    otlcr  niclil;    foliihcli   7'^  I 

(§.2,  7),  d.h. 


öA  ö/,_ 

^5x^   '    '    bx„ 

Öj*,    '    '    hx„ 


bx^  bx^ 

bx„  bx„ 


=  < 


*;   Jaciibi  (lel.  funcl.  §.  8.    Vcr.-I.  Melius  CicIIl>  .1.  \i  |.    HO. 


§•  |^^  II 
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11.  Wenn  Ji  und  S  tlio  vorieo  15edouliin|i  li;il)on  und  dio 

Coeflicienlen  von  -v^  in  li  und  von  .— ^  in  S  durcli  «,/.  und  ß;j. 

dx/,  0/i                           "- 

])ozeiehnet  worden,  so  ist') 


R 

=   « 

t(- . 

^  f' 

dxk 

=    ,^Äi  , 

öa;, 

(^fm  +  y 

"  '''Hl  +  l 

öa;„ 

öa;„ 

da', 

•    • 

öa;,„ 

"^;»  +  i 
^/»«  +  i 

•    • 

bx„ 

^fm  +  i 

bx„ 

Beweis,   Nach  d(>n  anp;cnoiumenen  Bezeichnungen  (10)  ist 

a,,  6,/,   +   «,,/v.-  +  •   •  +   «,„?'„/,■   =   0 


Wenn  man  diese  Identitäten  der  Reihe  nach  mit 

Tuultiplicirt  und  daiui  a(hlirt,  so  erhält  n)an  (§.  'i,  3) 
Ferner  ist  (§.^2) 

.     .  .        I    =    «'"- 


Durch  Substitution  der  cl)en  gefundenen  Werthe  von  «,,,  .., 
«m/u  erhält  man  auf  der  linken  Seile  (§.  3,  4) 


'^mi 


*)  Jacobi  det.  funct.  §.  8  und  9. 


9* 


132  §.  12,   II. 

und  (liiinit  den  Iiilwilt  dor  /wcilon  Rohnuptuni^.  Die  übrigen 
HclKiu|)tun!;('ii  loijjicn  aus  den  Ixnv  icsencn  .  iiulcin  ni;ui  i^lricli- 
zeiliü  /"mit  a-,  /?  inil  N  vorlausclil.  ^ 

12.  W'ciui  /  eine  (n-üsse  IkmIciiIcI.  \  on  \\  i'lcjici-  /',  .  /^  ,  .  .  ,  /^, 
.Ulf  ut'ut'lx'uo  \\"('is(>  ahliiingon,  so  kann  man  die  UilVcicnlial- 
(lUolii'uU'U 

dt     '  dl     '      '    '  '        dt      ' 

wolclio  zunächst  Functionen  von  x^,  x^,  ■  • ,  ^n  s'"*!  ?  ^o"  ^^d 
Variablen  /", .  f^.  ..,/"„  .il)hängig  machen,  um  sie  in  Rc/uiz  auf 
diese  Variablen  zu  dilVerenliiren.  Die  Fuiulionaklclcnniiianlo  H 
(10  und  I  1^  .  welche  zunächst  eine  Function  nou  x^ .  ./■.,.  .  . ,  d:-„ 
ist,  kann  ebenfalls  durch  f^,  /.],,  ..,/"„  ausgedruckt  und  daiui 
nach  /  dilTerentiirt  werden.  Wenn  andererseits  u  eine  Varial)le 
Itedeutel,  von  welcher  x^,x.^,..,x„  auf  gegebene  Weise 
aliiiängcn  u.  s.  w. ,  so  ist  nach  d(>n  angenonnneiu'n  I3ezeich- 
nunucn  '] 


=  0 


d  df        d    df., 

ö/-,     dt              df..     dt 

d      df„            d  lo.u  /{ 
■^   •  •   +     cV„     dt       -         dl 

U^-l'i^^U^ 

't)--U-t)- 

nd  analog 

d     dx,      _       d     dx^ 
d  l^   du            dx.^  du 

d     dx„     _    d  log  S 
d,r„   du       ~~         du 

dx^\       du  J  ^•^■..  \      du   J         '   '  d.r,\       du  J 


Insbesondere  ist**) 

0  .r,  0  a;,,  o  x„ 

Beweis.    Nach  §.  -I.    I  ö  hat  man 


dt~   ~  .1  "•*     dt 


•)  Jacobi  (lel.  fiincl.  §.  9.    Ver;:!.  .Iacoui  Grelle  J.  5J7  [i.  209. 
•*,   Jac<jbi  Grelle  J.  il  [>.  203. 


§.12,  13. 

Nvoiiii  nach  (1  1) 

da,-,,    _       h'fi 
ht             (Slhx,, 

Nun  ist  aber 

+  . 

btdx,,    hfl 

foliiiich 

dl             7     d/,-    -)/     ' 

Öi02/?                ^^         ö 

dt     -  7   a/, 
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dS     hfi                 d     dfi 

d 

dfi     dt     '*'  ""    dfi    dt      - 

'      ^fi 

Vvvuvv  isl  RS  =  I   'lOj ,   also  log  H  +  lo-  8  =  0,   und 

dt  i     dfi    dt     ' 

Da  die  Fuiictionaldelerminante  S  eine  Function  der  Grössen 
/■, ,  f^^  •  ■  1  fn  ist,  welche  die  Variable  t  enthalten,  so  hat  man 

ÖS    ^    ds    dn  ö^   ö/;  dj_  df^ 

dt  Vi      ö<  df.,      dt  '  '         dtn     dt     ' 

Nimmt  man  hinzu,  dass 

^    dt 

ist,  so  erhält  man  die  zweite  der  aufgestellten  Identitäten.  Die 
analogen  Identitäten  ergeben  sich  durch  gleichzeitige  Vertuu- 
schung  von  /  mit  ii,  f  mit  x ,  R  mit  S  . 

Wenn  insbesondere  f.  =  Xj^,   so  ist  (11) 

13.  Wenn  A',  A', ,  .  .,  A„  gegebene  Functionen  von  x, 
X. ,  .  .  ,  Xji  bedeuten,  /"eine  unbestimmte  Function  derselben 
Variablen  und 

•^^^---|^--.|£--^.^ 

ist;  wenn  ferner  n  von  einander  unabhängige  Lösungen  der 
linearen  i)arlialen  Differentialgleichung  xp{fj  =  0  durch  /', ,  fo,  ■  ■, 
f^^  bezeichnet  werden,  so  dass  ip-f^),  ipifz) ,  •  -,  ipifn}  identisch 
verschwinden:  so  lässt  sich  ein  Multiplicator  M  angeben,  durch 


l:U 


§.  le.  I.l. 


wolchon    i/' /")    ziii"    Dt'tcniiiii.iiih'   (Irr    iMmctitnu'ii   f\/\,  ■•'In 
\\  ird.    Ivs  ist  iiiiinlicli 


R  = 


dx  öx, 


d.r„ 


Ö4. 


=  ^ 


ö/- 


d.r, 


i^A 


"  a. 


folglich  -Vi/'/)  =  /i ,  N\  otm  .1/  =  -1,  :  A, .  In  tl<^'i'  Tlial  vcrscliw  iii- 
(Kmi  U  uiul  {/'  /"  .  wenn  für  /"  oino  diT  l-uiuiionoii  /, .  /j ,  . .  iie- 
stMzt  wird.    Zuloliie   der   in     12     bowiesciicn  Kiizonscliafl   der 

CooflicicMilen  .1 .  .1, 1,,  isl  der  .Mulliplicalor  M  eine  Lösuiii; 

der  iinoarcMi  partialcn  l)ilVoiTnliali:loichiini: 


h[fiXl 


ö  IX  X, 


h  uX 


«i    =   0 


Annierku  n;^.  Die  durch  M  bozcichnele  iMiiulidii  (I(m- 
Grössen  x,  cc, ,  .  • ,  t,,  wird  nach  .Iacobi  (I.  c.)  der  M  11 1 1  i  p  I  i- 
calor  der  partialcn  DilTerenlialgleichuni;  xpf)  =  0,  otler  ilcr 
partialcn  DitVcrcntiali:leichung 


■^        ■'    öx. 


bx 


ndor  des  Systems  \on  lienicincn  DifrercntialLrleichunuen 

rf.r  :    d.r^    :   rfx.   :   .    .   :   d.r,,    =    X  :   X^    .    X,   :   .    .   :   X„ 

genannt,  weil  die  Auflösungen  jener  partialcn  Differentialglei- 
chungen und  dieses  Systems  gemeiner  Differenlialgleicinmgen 
im  engsten  Zusammenhange  stehen.  Ist  nämlich  n  eine  Lösung 
rler  Gleichung  ifj  f )  =0  und  x  dadurch  von  .r, ,  x^,  .  .  ,  a-„ 
abhängig  gemacht,  dass  man  /r  einer  willkürlichen  Constaulc 
cleichgeselzl  hat.  so  Iial  man 


„Ott            ,.     bj! 
0   =   X    .-     +   A,   -. —    + 
ox                    o.r^ 

.  +  A', 

bn 
bx„ 

bn              bn       bx 
bxi              bx      bxi 

=    0    , 

bx 

b,i         Ott 

dx,    "    bx..       •  •    ~          ~ 

bx 

b.r,     ■ 

bx 

~   bxi 

*)  Jacobi  Grelle  .1.  27  p.  iio. 
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0  =  X  -  X,  -^ 'i   -  .  .  -  x„  If  . 

Sind  andrerseits  f^  [21  ■  • ,  fn  ^O"  oin.'inder  unal)iiängii;e  Lösun- 
gen der  Gleichung  ip(f)  =0  und  willkürlichen  Gonstanlen 
gleichgesetzt,  so  hat  man 

-J^  (Ix  +  ^'i-  dx^  +  .  .  +    .''-  dx„   =  0 
dx  dxi  öj;,j        " 

4^  dx  +  ^  dx,  +  .  .  +    ,^-^'-  dx„    =  0 
Ox  0.C1  o.r,j 

und  durch  Auflösung  dieses  linearen  Systems 

dx  :  dxi   .   dx.,   :  .  .    =   A   :  A^   :  A,   :  .  . 
=   X  :   X,    :   X   :   .   .    . 


§.  13.   Lehrsätze  von  den  homogenen  Functionen. 

1.  Wenn  u  eine  homogene  Function  witen  Grades  der  Va- 
riablen a?j,  ^2  ,  .  . ,  -T,,  von  m  Dimensionen  ist ,  wenn  man  x — 
durch  Ui  bezeichnet,  so  ist  identisch  nach  Euler's  Theorem"") 

m  M   =   M,  a:,    +   .    .4-   u,,  x,^  . 
Indem    man    denselben   Satz    auf    die    homogenen   Functionen 
u, ,  u^.  ...  von  in  —  I  Dimensionen  anwendet  und  ^ — ^v —  duix-li 
Ufic  bezeichnet,  erhält  man  das  System  von  Identitäten**) 


m  -  \    u„  =   M,„.r,   +  .   .   +   M„„ic„  . 

2.   Nach  den  angenommenen  Bezeichnungen  ist 

m'm—i]u  =  Z  x^x/^Uj/^. 

I.A.' 

worin  für  /und  k  alle  Zahlen  von  I  bis  n  zu  setzen  sind***). 
Wenn  man  nämlich  die  obisen  Identitäten  der  Reihe  nach  mit 


*)  Mechaniea  1736  tom.  II,  §.  106.  497.  Calc.  düf.  §.  225. 
**)  Hesse  Grelle  J.  28  p.  78. 
**»)   Lacroix  Calc.  tlilT.  §.91. 


130 


§•  l-^ 


.r, ,  j",  ?  •  • » -^H  nuilliplicirl  und  addirt ,  so  findcl  man  auf  dor 
vcclüon  Seite  die  ani:ei;el)enc  Sunune,  weil  ti/j.  =  ?/;;.,,  und  auf 
der  linken  Seite  tn'm—  \  u  nach  ff). 

Diese  und  andere  Zerleizunpen  der  liomocenen  Fuuition 
erireben  sieh,  wenn  man  Serret  AlL:el)re  super.  Note  XII)  die 
Identität 

f  X^   +  WT,  ,    T„  +  0)X..  ,   .  .  ,  >•„  +  0)X„^     =     (1  +  0)  '"  f  X^  ,  X.,,    .  .  ,  X„) 

in  Bezui:  auf  w  naeli  Tayi.dr's  Theorem  entwickeU,  (»(h'r  Hesse 
anal.  Geom.  des  Haumes  <Ste  Vorl.  Imal,  2mal,  .  .  in  Heziii; 
auf  w  dilVerentiirl  und  nach  der  DÜTerentialion  w  =  0  setzt. 

3.   In  Folge  der  in  '1'  cegebenen  Identitäten  ist  •§.  H) 


m—  1 


M,  «,, 


=  0 


nach  Wegiassunt:  des  Factor  ni — I  in  der  ersten  Colonne  '§.  3,  ij. 
Die  verschwimlende  Determinante  {n+  l^ten  Grades  kann  nach 
§.  3,  5  als  Summe  der  Determinanten 


m  —  i 


0     M,, 


0    u. 


0      M, 

«,   u, 


l)etrachtet    werden.    Die   erste   dieser  Determinanten    rcilucirt 
sich  nach  §.  2,  ö  auf 


m  —  i 


Die  zweite  Determinante  Uisst  sich  nach  §.3,  17  entwickeln, 
weil  ?/,jj.  =:  Uj^.j.  Setzt  man  nämlich  /•  =  —  ±  '/,,  .  .  ?/„„  und 
bezeichnet  den  Cocflicienlen  von  u^j^  in  r  durch  a,/^. ,  so  dass 
«/A-  =  «/.-,  '§•  -^  '■^)>   so  ist 

0       M,  U„ 


U,     U,,       . 


=    -     -   »',  "/  "ik 


§•  l-i.  -i- 
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Folglich  hiulel  die  ol^iiro  Identiliit*) 
m 


UV  -  Z  UiU^dii,  =  0  . 
"» —  '  i.k 


4.  Aus  fleni  System  (1) 

—       //J    —    1 


'      7)1   —    i 

—    7U  —  1 ,        ^^^ 


M,    .r, 


+      tl^^       .7-^1      =      0 
4-     !/,^,    .T^,     =     0 


folat  nach  §.  8,  2  die  Proporlion 

-    >u  -  ■!,  :  a;,  :  X,  :  .   .    =  ^i.-  :  ß^i  :  ß.j  :  .  .  , 

wenn  die  Coefficienten  der  Elemente   -,  U:.   xi:t.  in   der 

verschwindenden  Determinante    n  -f- 1  ilen  Grades 


R  = 


m  —  1 


der  Reihe  nach  durch  v,  /?,•,  ßjj^  bezeichnet  werden.  Nun  ist 
ßik  =  ßki  (§•  3.  «3) ,  folglich  auch  /?;-  =  vßa  (§.6,  5) ,  und 
daher 

ßi  V     ' 


m  —  \ 


ßiißik 


ßiL  **) 

V 


Wenn  daher  irgend  eine  partiale  Determinante  ??len  Grades 
der  identisch  verschwindenden  Determinante  /?,  namentlich 
die  Determinante  f ,  identisch  verschwindet,  so  verschwinden 
auch  die  übrigen  partialen  Determinanten  desselben  Grades. 

5.  Die  bewiesenen  Relationen  leisten  einen  wichtigen 
Dienst  in  der  Theorie  der  Krümmung  von  Linien  und  Flächen. 
Wenn  f  eine  Function  der  orthogonalen  Coordinaten  a:,  y  eines 


*)   Hfsse  Grelle  J.  3S  p.  242. 

**)  Hiermit  stimmen  die  von  Hesse    Grelle  J.  28  p.  103  und  38  p.  242) 
gegebenen  Relationen  überein. 
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§.13,0. 


I'iiiiklo.s  ist,  also  f—0  die  Olcichung  (I(M-  Linie  ist,  nuf  weldier 
der  Punkt  f.r,  y)  lieszt:  \venn  ferner 


ÖY 


T    =    fu  < 


iL 

dx 


=  l\  , 


<^/ 


dy 


r  =  r-:' 


.V^ 


=    Av    =    f:,   . 


=  /.. 


dy  dx 
gesetzt  \\ird,  so  ist  l)ek;inntlieh 

X  -  ^  :  y  -  1]  =  l\  ■  f-, 

die  Gleielumi;  für  die  Nonoide  der  Linie  ,/ =  0  duieli  den 
Punkt  [X,  y]  derselben,  wobei  ^,  rj  die  Coordinaten  irgend 
eines  Punktes  der  Normale  bedeuten.   Setzt  man 

).x  -  i  =  /•, ,     ;.  1/  -  tj  =  /•, , 

und  dinVrenliirt  diese  Gleiehungen,  so  erhält  man 
f^dx  +  f.,dy   =   0  , 
[x  —  I'  d).  +  Xdx  =   f//-,  ,        y  -  »/   d).  +  }.dy  =   df.,  , 
oder 

für  die  Normale  der  Linie  /=  0)  durch  den  Punkt  .;■  -f-  dx^ 
y  +  dy]  ,  welche  mit  der  ersten  Normale  den  Punkt  (^,  t]] 
gemein  hat.  d.  i.  das  Cenlrum  der  Krümmung,  welche  die  Linie 
f=  0,  im  Punkte  ix,  y;  hat.   Aus  dem  System 


0     = 
d?. 


A    dx 


A  ^  =   A.  -  /   '/ 


d). 


A.  dx 


A  'ly 

U.dy 

/,,-;.    dy 


folgt    §.  8^ 


A         A 

A,--»-  A. 
A.        A.-'i 


=  0 


zur  HcstiniiiiuiiL:  von  X.  \V(>nn  man  diese  (ileiciiung  nach 
§.  •',  17  entwickelt,  so  erhält  ).  den  Coeflicienten  j\^  -^  (■/  h'hI 
das  von  /.  unabliäniziLrc  (ilied  ist 


§.  i;?.  0. 
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Daher  ist 


L  = 


).  = 


0 

A 

A 

A 

A. 

A. 

A 

A. 

A« 

-i 


A'+A^ 


Endlich  hat  man  zur  Berechnung  des  Radius  der  Kriiinnmng, 
der  durch  q  l)ezeichnel  wird, 


Q-  =  ix-  1/-  +  'y  -  1]- 

und  zur  nerechnuniz  der  Krüiinnuniz 

-L 


L   = 


[m  —  1 ; 


1 

"^      :a^+a-^^ 

Die  Determinante  L  ist  leichter  zu  behandeln,  wenn  die 
Function,  auf  welche  sie  sich  bezieht,  homoizcn  ist.  Versieht 
mau  unter  u  die  homogene  Function  der  Variablen  x, ,  x^,  ./-g, 
welche  mit  f  identisch  wird,  wenn  x^=  1,  so  hat  man    ii 

0     u^    Wj 

«i      W,,    M, 

u.,    it^.,  ?<2 

"ii"22"33  ^"^*^  nach  der  DilTerenliation  .T-,  =  I 
zu  setzen  ist. 

Die  Punkte  der  Linie  [f  =  0  oder  u  =  0,  ,  für  welche  L 
oder  V  verschwindet,  mithin  die  Krümmung  verschw  indet,  sind 
im  Allgemeinen  Wendepunkte  der  Linie.  Sie  erscheinen  als 
Durchschnitte  der  Linie  {f=0  oder  u  =  0)  und  der  Linie 
(Z,  =  0  oder  v  =  0).  Nun  sind  f  und  u  nach  Voraussetzung 
mten  Grades,  v  aber  3(m  —  2) ten  Grades,  folglich  haben  die 
gedachten  Linien  im  Allgemeinen  3m{m  —  2)  Durchschnille, 
d.  h 
3  m  [m  —  2]  Wendepunkte*). 


eine   Linie   mten   Grades    hat    im   Allgemeinen 


6.    Wenn   f  eine  Function   der  orthogonalen  Coordinaten 
X,  y,  z  eines  Punktes,  also  f=  0  die  Gleichung  der  Fläche  ist, 


*)  Dieser  Satz  ist  zuerst  von  Plücker  (Syst.  der  analyt.  Geoin.  p.  264; 
aufgestellt  worden.  Der  hier  mitgetheilte  Beweis  rührt  von  Hesse  (I.  c.) 
her.  Einen  andern  Beweis  findet  man  bei  Jacobi   Grelle  .1.  40  p.  23'i). 


f  io 


§.  n.  n. 


auf  wolclioi-  (Irr  l^mkl  '.r.  y,  z)  liegt,  so  ist  iiarh  den  voiiizcii 
Bezeichnungen 

■■'■  -  i'  :  !/  -  ';      =  -  C  =  A  ■  A  :  A 

(lio  Cileichung  für  die  Normale  der  Fläche  (f=  0,  durch  den 
Tunkt    .r,  y,  -  ,   wofür 

).  X  -^    =  /•,  ,    Xy-t]    =  f,,    ;.  3  -  Ci  =  f, 

gesetzt  \\erd(Mi  kann.  Die  NonnahMi  der  l-liiehe  /' =  d  din'ch 
die  Punkte  \.r ,  »/,  z)  und  [x+clx,  jj-hdij,  z-häz)  sehneiden 
sich  im  Allgemeinen  nicht,  sondern  nur  dann,  wenn  der  zuletzt 
genannte  Punkt  auf  einer  durch  [x,  y,  z)  gehenden  KrUni- 
uuingslinie  liegt*;.  Ihr  Durchschnitt  (|,  r^,  D  ist  das  Krüni- 
mungscentnim  eines  Ilauptschnitls  der  Fläche  ftlr  den  Punkt 
[x ,  y,  Zj.  Durch  Diflercntiation  der  obigen  Gleichungen  findet 
man  für  diesen  l-^dl 


oder 


[X  —  I  d).   +   ).(lX    =r    df, 

d). 


A 


d). 


=  df,  -  ).dx 


A—  =  f'A  -  ^-dy 

dl 

A—  =  ^'A  -  -"-rf- 


Folglich  (§.  8)  ist 


A    rfA    dr 
f,    df,    dy 

A    ''A    rf- 


=    0 


die  DilTerentialgleichung,   welche  in  VeiMiiduni:  mit   der  DifVe- 
rcnlialgleichung  der  gegebenen  Fläche 

/•,  dx  +  f.,dy  +  f,dz   =    0 

die  durch  den  Punkt    .r,  ?/,  Zj  gehenden  Krüinminigslinien  he- 
stimnil.  Aus  dem  System  der  Gleichungen 


♦)  Bei  genauer  Infinitesimanjclrarhlunt,'  findet  iiian  Si  m  ihm  ii  hrifll. 
MiUlioilnnE;,  dass  in  diesem  Falle  der  Absland  dor  Nornialen  ein  Lnend- 
lichkleincs  3ler  Ordnunj;  ist,  wahrend  der  Absland  der  Fusspunkle  zu  den 
Unendlichkleinen  Uer  Ordnung'  i-'eliorl. 


§.13,  6. 


141 


0    = 
(i). 


I\    (Ix 


f^T  =  /n-'^;  dX 


/;,  dz 

fudz 


d). 


d). 


/■^—   = 


/,,  dx 

/'l3   d-^ 


/:,.,  — ;:  dy         +  /^^  ds 


folgt  zur  Bestininumg  von  l 


=  0 


0  A  /.  A 

A  /u  -  >>•  /;.  As 

/.       A.       /;.  -  ^  /;3 

/s  /i3  /i3  /as         ^• 

Diese  Gleichung  ist  zweiten  Grades,  und  zwar  hat  A^  den  Coef- 
ficienlen  —f^^  —  f^  —  fz  ■>  ^vährend  das  von  l  unabliüngige 
Glied 

0      h      f.     f. 

A       /u     A.     Aa 

A     A.    U,    A3 

/3        /i3      /-.'a      A3 

ist.  Bezeichnet  man  die  ^Yu^zeIn  derselben  Gleichung  durch 
A',  A",   so  hat  man 

-L 


L  = 


/.'  /."  = 


A'+A'+A' 


Wenn  man  endlich  den  Al)stand  des  Punktes  (^,  ?y,  C)  von 
(o;,  y,  ä)  durch  q  bezeichnet,  so  ist 

(P-  =  [x  —  1)^  +  fi/  —  n-  ■¥  [z  —  d" 

^■Q  =  Vn'  +  r/  +  fz'  • 

Demnach  hat  auch  q  zwei  Werthe  q'  ,  q"  ,   so  dass 

).'  X"  q'  q"  =  fr  +  fr  +  fr  . 

Die  reciproken  Wertlie  von  q'  und  q"  sind  aber  die  Kiünunun- 
gen  der  durch  {x,  y,  z)  gehenden  Krünimungslinien  und  der 
von  ihnen  berührten  Hauptschnilte  der  Fläche,  also  ist  das  Pro- 
duct  der  Hauptkrümmungen  der  Fläche  (/"=  0)   in  dem  Punkte 

(«,  y,  s) 

_1_ L 

q'q"   ~        (A'+A'+A']'  ■ 


I  '.2 


§.  1.1,  (). 


VersN'lii  in.ui  iinl(M'  ri  die  lininoiZ(Mic  runction  der  Viirüililcn 
o*, ,  .1',,  .73,  .J\ ,  \\i'l(I\('  iiiil  /'  idciiliscli  wild.  \\(>nn  .r,^  ^  I  isl, 
so  hat  man  (4 

0  i/,  M.,          (/, 


z.  = 


«l        "n      ".■.•      "u 

u„      w,o     «y...j     «..3 

«3         "13       «JS       «.u 


(m-1) 


T)i(>  l'unkU'  der  Fläche  '[=  0  oder  u  =  0),  für  welche  L 
oder  r  verschw  indol  ,  sind  im  Alliiciucincn  ^V('nd('punklo  \nn 
ILiniilschinllcn  der  l'liichc.  Sic  liciion  ;iut'  dem  Dmclisclinill 
der  riiii-hiMi  /==  Ü  oder  h  =  0  und  7.  =  0  oder  r  =  ü;.  .Nun 
sind  /'und  11  nach  Vorausselzunu  wlen  (^rades,  v  al)er  'iim  —  2)- 
len  Grades,  also  lieij;!  die  Wendel  in  ie  einer  I' I  ii  c  h  e 
wten  Grades  zuuleieh  auf  einei'  liestimmlen  lliiche 
i  (771  — 2)1  cn  Grades*]. 

7.  Aus  den  in  (1)  gcjiebenen  IdiMitilälen  iial  .Iacohi**), 
veranlasst  durch  einen  von  IIkssk  miliJielheilten  Salz,  foljicndes 
die  mehr  t'rw  ahnte  l)elermin;inle 

'•  =  -  ±  "m    •    •  "«„ 

l)etren"ende  System  von  Identitiilcn  entwickelt.  Zunächst  ist 
w  ic  §.  8 

(I)  vxj  =     m—  1    «i,W|  +   .  .   +  i(„iu,i    , 

wenn  Uji- =  «i,-i  ^^ '*'  oben  'A]  den  Coeriicienlen  von  Uji.  ^  iij.- 
in  V  licdeutet.  Indem  m.in  diese  Idenlilül  in  He/uü  auT  ./•,■  n(\rv 
CTj.  dilVerentiiit  und  zur  Al)kürzung 

setzt,  erhält  man 


II  r-T;    =       in—\[    -^r— ! «, 


O.r- 


17,  x,  =    in—  1 


weil  (§.3,  3) 


O./7, 


«..:U„:    = 


«,,"11  +  • 


*)  Hesse  1.  c. 
••)   Crellr- J.  40  |..  318. 


§.  13,  8.  U3 

Durch   aliermalige  Diffcrentialion  der  gefundenen  Identitäten, 
wobei 

gesetzt  ist,  erhält  man 


(III) 


^ik^i  =     '«—'I       5 iT—  «1   +   •  •   +   ^ ^  U„ 

-  '"*-'\«"-  ö^  +  •  •  -^  ''-•  ö:^;  +  '"-^^ ■"'^  • 

\dxk<>xi  dx/,d.r,     "J 

—    m-1     «,j    .— "-  +  .  .  4-  f^,„-        '' 


indem  man  die  DiiVerenliation  der  Identitäten 

«,jM,,    +    .    .    +    (l,,iU„i    =     0 

in  Bezug  auf  .7:/_.  zu  Hiiirc  ninunl. 

8.  Ein  System  von  Werthen  der  Variablen  .r^ ,  x^,  ■  . ,  or^, 
wodurch  den  beim  Verschwinden  der  Discriminante  von  ic 
(§.  12,  4)  zulässigen  Gleichungen 

genügt  wird,  macht  die  Functionen  u  (I)  und  v  (7,  I),   sowie 
v^ .  i'g,  .  . ,  f„  (7,  II)  verschwinden. 
Aus  den  Gleichungen 

0   =   M,,  a-i   +   .   .   +  M„i  «„ 

0   =  M,„.r,   +   .   .  +   «„„a;„ 

folgt  aber  (§.  8,  2  und  §.  G,  5) ,   wenn  «,7,.  die  angegebene  Be- 
deutung hat. 


X,   : 

Xo  :  Xj 

:    .   .    =   «„•  :    «,j   : 

«3J 

* 

a;,- 

X,- 

\ 

^—        — rr=                       ^ 



«1. 

(C.,„ 

N 

U4  §i;{, -v 

Diiiih  dios«'  S»il)s(itiili(Mi('n  (M'liiilt  iii.in  in  (7,  111) 
.1.  i.  ii.u-h   [1]       . 

t".A-    =   -    ('"  -  '     "'  -  -    ^'  "ik  , 

fol|;lich 


wosbiilb  aiu-h  ilio  DclormiiiiiiiU'  2"  ±  r,,  .  .  r,^„  vci-sclnviiulol*). 

9.  Die  lioiiioeoiK'  l'uiu'lion  //  von  /«  I)im('nsi(tiu'n  wii'd, 
^vcnn  sio  r;\tion;iI  und  i:;inz  isl  und  ji.-in/.e  (loi-fru-icMilcn  li.il, 
0  in  0  l'orni  »i  l  c  n  (i  rüd  (>  s  '(|  nad  ra  I  i  s  c  li .  c  ii  li  i  sc  h  u.  s.  1.) 
von7J  unbeslinnn  (  cn  V  a  riahien  i_l>inär,  lernii  r  u.  s.  f.) 
genannt"*).  Eine  ([uadralisehe  Kortn  (liiiulig  »Form«  sehleclil- 
hin)  kann  dureli 

i.k 

eine  eubisclie  Form  durch 

daiceslelll  werden,  \vol)ci  /,/.-,/ alle  Wertlie  von  I  bis  n  erhalten 
mid  die  Grössen  a,/,. ,  üu-i  durch  rmstelinna  ihi'er  Numern  keine 
Veränderung  erleiden.  Unter  der  D  e  t  c  i"  m  i  n  a  n  t  e  einer  (|  u  a- 
dra  tischen  Form  versteht  man  den  negativen  \Verth  der 
aus  dem  System  der  Coellicienlen  gehildelen  Delcrminante  (der 
Discriminanlc  §.  \2.  -i].    Ist  also  H  =  ^  ±  r/,,  .  .  a„^, ,    so  heisst 

—  Ii  die  Determinante  der  Form  u  =  ^ü  üif^x^Xj^  . 

i,lc 
Wenn  ajj^  den  Coefficienten  \on  «,/,.  in  /{  bedeutet,  so  heisst 
die  (|uadralische  Form 

V  =  -  ^lUkViVk 

i.k 

der  Form  u  ad  j  iin  g  irl  7).  Nach  §.  (3,  I  hat  man 

d.h.  die  Deteniiiii.iiile  der  ad  juiiizirten  l'drni  ist  die  In — 1)le 
Tolenz  der  Drlenniii.inle  der  l'oiiii. 


*)  He.'^sk  Grelle  .F.  40  p.  MG.  Vcigl.  .]\am  I.  c. 

*♦)  Gaiss  Üisquis.  arilluii.  art.  153  und  366. 

*♦*)  Vergi.  Hesse  Crclle  J.  28  p.  74. 

f)  Forma  adjuncla.  Gauss  1.  c.  267. 


§•  1 '',  I 
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Die  ;i(ljiini:irt('  Form  U  und  die  Form  u  können  ;ds  Deter- 
minanten diHiiestcUt  werden.   Naeh  §.  3,  17  hat  man 

0       y,      ■    ■    Vn 

^.  ^       2/i        "ii       •     •      «1« 
Nach  derselben  Entwickelungsregel  ist 

0  j; 

x,x/,A.a- , 


«  "'Hl 


wenn  Ajf^  den  Coefficienlen  von  a,/^.  in  ^5"  ±  or,,  .  .  a„,^  bedeutet. 
Nun  ist  Ai„  =  IV^-'a^k  (§•  G,  2),  folglich 


/{«--u  =   - 


0  X^ 

x,        «, 


"n        '"«1 


"nn    i 


§.14.  Die  linearen,  insbesondere  die  orthogonalen 
Substitutionen. 

1.    Wenn   eine    oder  mehrere   Functionen   der   Variablen 
x^,  X2,  •  • ,  a"n  durch  die  linearen  Substitutionen 


in  Functionen  der  Variablen  ?/, .  y^,  ■  • ,  l/n  Iransfornu'rt  werden, 
so  wird  die  Determinante  der  Substitutionscoefficienten 


Z  ±  h, 


1     •    •    '^nii 


die  Determinante  (modulus)  der  linearen  Substitu- 
tion genannt.  Dieselbe  muss  von  Null  verschieden  sein,  wenn 
.T, ,  o-g,  .  .  ,  .T„    als    unabhängig   von    einander    vorausgesetzt 


*)  Brioschi  Det.  (53,. 

Ha  I  I  zer,  Dflcnn.    2.  Aufl. 


iO 


I  H'.  §.  15.   1. 

wi'rdiMi  {).  1'^,  ii .  ni(>  liiKNirc  Siibsliliitidu  IkmssI  iiniiiiodii- 
I  iir  '    .  wenn  ilnc  Dclci  iiiiiuiiilc  =  I   ist. 

2.    \\  tiiii  ilio  liiu'iiren  IninclioiuMi  /',  ./!,...,  /],  der  Vnri;il»I(»n 

j-, .  ./ 2 '",)   durch   eine    liiUMie  Snl»s(iUi(i(»n    in  iMinclioiuMi 

dir  N.iriablen  //, ,  //j,  ...  //„  tr;insroi'inirl  werden,  m)  ist  die 
Deteriuinanle  desSysteins  der  Irnnsloriniilen  lunctidnen  (§.i2, 
1)  da.s  Product  der  Delenninanle  des  Systems  der  i;ei;el>enen 
Functionen  mit  der  Dcteiininanle  der  linearen  Substitution  *  *]. 

Beweis.   Ks  seien 


fn     —    "/n '''1     +    •     ■     +    '^nn^n 

die  i;e£:;ebenen   linearen  Functionen.     Durch    die    lineare  Sub- 
stitution 


eriliill  man  die  transforniirlen  l'vmclionen 

/■.    =  f,,  ?/,+..  +  (•,,.  1/,. 


In    =    C,nVi     +    ■    ■    +    ^nnV,^  > 

worin  r-^.  iiefunden  wird  ,  indem  man  a", ,  x^,  .  . ,  .T„  der  Reihe 
nach  mit  a,-, ,  Oj-j,  ..,  «,„  multi[)liciit ,  die  Producte  addirt  und 
in  der  Sunnne  den  Cf)enicienlcn  von  ///,.  aufsucht : 

c,A  =  a„6,A   +  .  .  +  «,„^,/;-  . 

N;ich  §.  .).    I   ist 

A  n  IM  r  rk  u  n  L'.  Werm  iUx'ihaupt  die  Functionen/',,  •  .  , /„ 
der  Vari;il)len  .r, ,  .  •  ,  .t„  durdi  eine  lineare;  Substitution  in 
Functionen  der  Variablen  y, ,  ■  ■ ,  y^  transfoi-mirt  weiden  sind, 


*)  .Sylvestkh  CamliP.  and  Dubl.  math.  J.  7  p.  52.  l]el)er  die  Con- 
struction  soU-her  Detcrminantf n  verpl.  den  oben  (§.  3,  8)  cilirton  Aufsatz 
von  Hermite. 

••)   Ver?!     den    algebraischen   Beweis    der  .Midtiplicationsregcl    (§.  5), 
z.  B    .loACniMSTHAL  Grelle  J.  4  0  p.  ii. 


§.  li,  i.  147 

so  isl  die  Fmictionnldeloniiinanlc  dos  (ransfonnirlen  Systems 
das  rroduct  derFunclioiiaidcIcMiiiiiiante  dos  i;;('gol)encn  Syslonis 
mit  (lerDoterminantodor  Suhstilulion.    Nach  §.12,  7  isl  niindich 

())/,     ■    ■    by„  da;,    '    '    bx„   ""       ~5j/,    "    "    öy^   ' 

br- 
Nim  ist    .'  '    =  ^,7-,    lolülicli  11.  s.  \\  . 

'^Vk  "'  » 

3.  Wenn  die  I'^undion  /'der  Variid)len  07, ,  .  .  ,  £r„  durch 
die  lineare  Substitution  (1)  in  eine  Function  der  Varial)Ien 
?/, ,  ..,//„  transformirt  worden  ist,  so  ist  die  Determinante  //' 
der  zweiten  Diilerentiahjnotienlen  der  transformirten  Function 
das  Product  di>rselben  Determinante  //  der  ii;e!zehenen  Function 
mit  dem  Quadrat  der  Substitutionsdeterminante  Ji*].  Nach 
(2)  liat  man 

o.r„ox,,  ^±^'  •   •  ^"" 
folglich  durch  Multiplication  //'  =  HJi- . 

Anmerkung.  Wenn  die  Function  /"eine  quadratische 
Form  (§.  13,  9j  bedeutet,  so  ist  die  Functionaldeterminante  H 
die  Discriminanle  dieser  Form.  Daher  wird  die  Discriminante 
der  transformirten  Form  gefunden,  indem  man  die  Discriminanle 
der  gegebenen  Form  mit  dem  Quadrat  der  Substilutionsdeter- 
minante  mulliplicirl  ^*). 

4.  Unter  der  Resultante  der  homogenen  ganzen  Functionen 

f{x,  y]    =  a,„x"'  +  «„,  _ ,  a;'"  - '  2/  +  .  . 
g{x,  y)   =   b„  x"  +  b„_,  a;""'  y  +  .   . 

wird  die  aus  den  {^oefdcienlcn  a„j,  a„j_, ,  .  .  ,  6„,  />„_,,  .  .  ge- 
bildete Formel  verstanden,  welche  oben  (§.  11,  öj  als  die  Re- 
sultante von  f{x,  1)  und  g[x,  1)  angegeben  worden  ist.  Wenn 
man  die  Functionen  durch  die  lineare  Sul)Stitution 


öy,  öiy. 

'  öi/«öj/„                   by^bx^ 

b"-f 

'  ^y„bx„ 

ÖX,  Öl/, 

Ö7      ^  .^     öv 

bx„by^                   bx.bx. 

ö7 

■  b.r^bx,. 

*)  Hesse  Grelle  J.  28  p.  89. 

**)  Diese  Bemerkung  ist  für  n  =  2  von  Lagrange  (Meni.  «ie  Berlin  1773 
p.  285)  gemaclil  worden,  l'iir  n  =  3  von  Gauss  (Disq.  aritlim.  268). 

10* 


lis  ^.  I  5.  'i 

0-    —    j.  II  +    UV  ,  y    —    /.'/<  +  u'f 

liMiisfoniiirl  li;it,  so  (indcM  iii.iii  ilio  iiiif  Lilciclic  \Vt'is(>  /ii  Itildciidc 
Ucsulliinlc  (lor  (rnnsfonniilcn  ImiiuIumumi  .  indctii  iii.iii  die  \\o- 
svdt;inlt'  d(M'  urtroliriuMi  l'unclioiicn  mit  der  iinnon  INtlciiz  der 
Suhslilutioiisdclcriuin.inlt'  ///' —  /'//  mtilliplicii  I  '  .  Sicllt  iii;m 
(.lic  i;oi;eboncn  Fanctioiu'ii  duicli  die  I'rnductc 

",„    r  —  n^y     .    .      r  —  i'.,„li       iiii.l      />„  ,.r  —  ,\  ij     .    ■      r  —  ,^„y 

d.ir,  so  ist  ihre  !{csult;uito 

Die  Didercnz  ß  —  a  ist  dw  Dclciniiiuinlt'  eines  l'ji.ircvs  von  line;i- 
reii  Functionen  x  — ,:?//  und  .r  —  ai/.  und  j:elil  dmcli  die  iui- 
ee£!:el)ene  Substitution  in 

,■)'  —  ('.    /.  u'  —  /.' Il] 

über  2;.  Didier  geht  die  Resultante  /{  durch  dieselbe  Sub- 
stitution in 

über. 

A  n  ni  o  r  kung.  Um  die  Disciiminanle  (Um*  tlurch  die  ;uii:e- 
zeigte  Substitution  aus  f'x,  y,  entspringenden  Function  zu  (ind(Mi, 
hat  man  die  Discriminante  der  gegebenen  Function    §.  I  I,   IDj 

mit  der  min —  I  ten  Potenz  der  Subslilutionsdelermin.inte  zu 
multipHciren,  in  Betracht  dass  -^'a,  ,..j^  das  Producl  von 
m  'm  —  I;  DifTcrenzen  ist. 

\-]s  gield  liiernach  aus  einer  oder  meiirern  homogenen  gan- 
zen Functionen  abgeleitete  homogene  ganze  Formeln  von  der 
I'jgenschafl,  dass  ihr  Verhällniss  zu  den  Formeln,  die  auf  die- 
selbe Weise  aus  den  durch  eine  lineare  Substitution  transfoi- 
niirt(  n  Functionen  abgeleitet  werden,  eine  I'oteir/.  der*  Substi- 
lutiijnsdeterminanle  ist,  mithin  den  Wertli  I  hat,  wenn  man 
eine  lineare  Svd»stitution  gebraucht,  deren  Determinante  I  ist. 
Die  I'ormrin  diesei-  Alt  hat  (Iayi.ey  a.a.O.  unter  dem  .Namen 
Ilyperdete  r  m  i  n  a  II I  (•  n    einer    lumlion   oder   eines   S\st<Miis 


•)  Dieser  S»l/.  ist  in  einem  iiinfussendcren  ."^alz  Hoole's  enllialti'n, 
welclien  Cavley  Grelle  J.  30  p.  1  anfülirt.  Verj^l.  Jacübi  Grelle  J.  *0  p.  245. 
Salnon  lii;j|ier  plane  curves  p.  i9ö. 


§.  14,  ö.  I  5'J 

von  l-iinctioMcii  in  umfassende  Belrachlung  gezogen.  M.in  nennt 
die  llypcrdrtcMininiinton  nach  Syi.vestkr  Pliilos.  Mag.  IS.'JI,  II 
p.  39üy  Covariantcn  oder  Invarianten,  je  naclideni  sie 
ausser  den  Coefficientcn  der  Fiinctionon  ;iii(li  die  Variablen 
derselben  enlliallen  oder  nicht.  Z.  15.  die  riinction;ildeternii- 
nanle  /{  des  Systems  von  Functionen  Z', ,  .  . ,  Z',,  der  V;uiablcn 
a*, ,  .  . ,  a?„  ist  im  Allgemeinen  eine  Covariante  des  Systems,  weil 
die  Functionaldeterminante  des  durch  eine  lineare  Substitution, 
deren  Determinante  B  ist,  transformirten  Systems  den  Werlh 
HB  hat  (2).  Wenn  das  System  nur  homogene  lineare  Functionen 
enthält,  so  ist  R  nur  aus  den  Coefficientcn  des  Systems  zusam- 
mengesetzt, also  eine  Invariante  des  Systems.  Die  llESSE'sche 
Determinante  H  einer  homogenen  ganzen  Function  von  mehr 
als  2  Dimensionen  ist  eine  Covariante  der  Function,  weil  die- 
selbe Determinante  der  transformirten  Function  denWerth  II B^ 
hat  (3).  Die  Discriminante  einer  homogenen  ganzen  Function  ist 
eine  Invariante  der  Function,  und  die  Resultante  von  zwei 
binären  Formen  ist  eine  Invari;mte  dieses  Systems.  Vergl.  Sal- 
MON  Lessons  introd.  to  the  modern  higlier  algebra  1859  (deutsch 
bearb.  von  Fiedler  \H(Vi]  und  Fiedler  Elemente  dev  neuern 
Geometrie  und  Algebra  18G2.  Eine  fundamentale  Beliandlung 
der  Invariantentheorie  hat  Aronhold  (Grelle  J.  62  p.  281)  ge- 
gel)en. 

5.  Unter  den  linearen  Substitutionen ,  durch  welche  man 
eine  gegebene  Function  transformiren  kann,  ist  besonders  eine 
solche  bemerkenswerth,  durch  welche  zugleich  auch  die  Summe 
der  Quadrate  der  Vaiiablen  in  die  Summe  (^er  Quadrate 
der  neuen  Variablen  transformirt  \\ird.  Diese  Substitution  ist 
von  Euler  (Xov.  Comm.  Pelrop.  15  ]).  75,  20  p.  217),  Cauchy 
(Exerc.  de  Math.  4  p.  140),  Jacobi  (Grelle  J.  I  2  p.  7) ,  Cayley 
(Grelle  J.  32  p.  119)  in  Betracht  gezogen  worden  und  heisst 
nach  einer  Bemerkung  des  Letztern  eine  orthogonale  Sub- 
stitution. 

Wenn  eine  Function  der  Varial)len  .Tj  ,  x^.  ■  ■  ,  o\,  durch 
eine  lineare  (orthogonale)  Substitution 

J^l        =      CuVl      +      fl2J/2      +      •      •      +      f,„    .'/» 
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\n  o\nc  l'mulion  nom  //,.  i/^.  ■■,.'/„  zu  Ir.insrorinircn  ist,   dcr*- 
iH'stiiU  (lass 

y.'  +  Vi'  +  •  .  +  ?/„•'  =  -i-,'  +  ^:'  +  .  .  +  -r,;- , 
so  haben  d\o  CoofliciiMitcn  ruLciHlc  Ilaui)li'iL;ciiS(lial"U'n. 

I.  Für  jotles  /  und  A-  von  I  Ms  i>  ist    Kuler) 

Cii"      +  (-„■'       +  .  .  +  (-„r       =  1 

zufolge  der  Identität 

Vi"  +  Vi'  +  .  .  +  j/,;- 
=  .("ny,  +  ■  .  +  f,„y,.  ■-'  +  ..+  f,„i/,  -+-..  +  („„Vn)" 

=  yi'yf^xx'  +  •  •  +  ^a'    +  .  •  +  2?/,  y,  c,,r,,  +  .  .  +  c,„c„.,,  +  .  .    . 

II.  Till    die    transforrniiie    Function    in   die   |:e|:el>ene    zu 
Iransforniiren,  hat  man  (Cxucnv) 

Vi  =  <^u^i   +  ("21X2  +  •   •  +  c,„JJ„ 

zu  subslituiren.  Denn 


=  Vi  ^i.fn   + 


^„.^«1     +    •   ■    +   Un '(■>,■ ''in  + 


worin  der  Coefficient   von   //,■  den  W'ertii   I    hat,    wahrend  die 
Coefficienten  der  übriiien  Grössen  verschw  inden  fi) . 

III.   Das  Quadrat  der  Determinante  einer  orthoizonaien  Sub- 
stitution ist  I   (J.vcoBi;.   Denn  nach  der  Multiplieationsregel  ist 

rf,,    .    .    rf,„ 


rf/ii 


wo 


Nun  ist  dij.  =  0,  (/,-,  =  1    F  ,  folt;lie]i  reducirt  sich  die  tiesuchte 
Determinante  auf  iiir  Anfani;sslied  d^^d^^  . .  d„„  =  1   (§.  2,  7). 

IV.  Wenn  die  Determinante  der  orthogonalen  Substitution 
durch  £,  der  Coefficienl  von  rjj.  in  £  <hu*ch  ^,/^.  bezeichnet  wird, 
so  ist  i'Jacobi) 

r.i  =  *^7,-  • 

l'm  diese  Identität  zu  (inden,    mulliiili(  irl   man  der  lU-ihe  nacii 
die  Identitäten 


§.  M,ö. 


i;h 


^•u(^xk    +    •    •    +    C,n''nk    =    " 


t'iÄ^a- 


f«Af«/.-    =    ^ 


mit  y,-, ,  y,-, ,  .  . ,  y,„  .  Durch  Suinniirung  erhält  tuiiii 

CiÄ-(Cu7,-,  +  .  .  +  c,,j',„)  +  .  .  +  c,Ä  (c,-,  7,-,  +  .  .  +  c,„yj 

Der  Coefficient  von  c,y;.   ist  £,    die  Coefficicnten   der  ül)rii:en 
Grössen  c^f^,  .  . ,  c„j^  verschwinden  (§.  3,  3). 

V.  Die  Coefficienten  der  orthogonalen  Subslilulion  geniigen 
dem  zweiten  System  von  Identitäten  (Eller) 

♦-  ^«'       =  < 

t-    '■:.,  r,.„    =    0   . 


Ci.,C^^_     + 


in    kn 


Cii- 
Denn  nach  (IV)  ist 

Dieses  Aggregat  hat  aber  den  Werth  £  oder  0 ,   je  nachdem  i 
und  k  gleich  oder  ungleich  sind  (§.  3,  3 1 . 

VI.  Unter  den  partialen  Determinanten,  welche  man  aus 
dem  System  der  Coefficienten  einer  orthogonalen  Substitution 
bilden  kann,  findet  folgender  Zusammenhang  statt  (Jacobi)  : 


Denn  nach  §.  6,  2  hat  man 

.         ...  =    t"'-' 

I 

i   ymi     •     •      Ymm  i 

und  nach  (IV) 


'mi     •     •     /mm 


Durch  Vergleichung  dieser  Identitäten  ergiebt  sich  die  behaup- 
tete Identität. 


\'6i 


^.  li, 


Noch  oinijzo  woniiior  n;ilu'  licuciKh»  Utlatioiu'ii  /wisi-hi'ii 
ilon  (^oeflicitMiU'u  ciiuT  (irlli{)i:(iii;iI«'M  Siihsliliitioii  Ii.iIxmi  Milkk 
in  der  /lU'isl  i-rw  .iliiilcii  AhliniKlImiü  imd  .Ucoiii  Cifllc  .1.  ;{() 
|i.  i  (■>  aii|:cut'l)('ii.    ^l'|•f;l.  IIkssk  (IrcIIc  .1.  .iT  p.  ITö. 

().  I>,i  die  11^  CorflicionUMi  ciiior  orlhoiionalcn  Siibslilutiün 
^n^n-h  I  (Jlcii'huncen  (5,  1)  zu  izenüij;on  liabeii,  so  lassen  sie 
sieh  als  l'uiielionen  von  l7i{n —  I)  unheslininilen  Grössen 

6,.,  ^,3       .     .       <;,„ 

^„        .     .        b.„. 


belracliten.  In  der  Thal  hat  lu  llh  niclit  mir  den  Weg  anj^e- 
zeigl,  wie  man  durch  -^n[n — I)  Ijinüre  Transformalionen  ilie 
Coefficienten  einer  orthogonalen  Sul>slitulion  als  Functionen 
von  ^n{n  —  1)  unbestimmten  Grössen  darstellen  könne,  son- 
dern er  hat  auch  in  den  Fällen  72  =  3  und  »  =  i  diese  Coeffi- 
cienten durch  die  unbestimmten  Grössen  rational  ausgedrückt. 
Mit  Hülfe  der  Determinanten  ist  es  Cavley  (I.  c.)  gelungen,  bei 
71  Variablen  die  Coefficienten  einer  orthogonalen  Substitution 
als  rationale  Functionen  von  |  n  'u  —  I)  unbestimmten  Grössen 
darzustellen. 


Wenn  nämlich  durch  b, 


^',i_,,i  unbesliduiite  Grössen 


bezeichnet  werden,  wenn  man  unicr  den  Voraussetzimgen 


die  Determinante 

B  = 


K. 


bildet  und  den  Coefficienten  von  b^j^  in  B  duich  /?,;^  bezeichnet, 
so  hat  man 


Uk  -  — ^- 


-  ö 


als  allgemeine  Formeln  für  die  (^oel'ücicntcn  einer  orthogonalen 
Substitution,  deren  Determinante  den  Werth  1  hat.  Die  Coeffi- 
cienten einer  orthogonalen  Substitution  von  der  Determinante 
—  I  erhält  man,    indem  man  im  System  der  gefundenen  Coef- 


§.  H,  (i.  153 

ficienlcii  ht'i  einer  ungertulen  Anz;ilil  paralleler  Reihen  die  Zei- 
ehen  ändert. 

Beweis.  Die  Grössen  x^,  rr., ,  .  . ,  x^  können  dadurrli  von 
den  Glossen  ?/, ,  //2j  •  -  j  Vn  «^Idiängig  gemacht  werden,  dass 
man  zugleich 

^t    =    ''li^t     +    ■    ■    +    bl,^Z,^ 
Vi    =    'V.^>     +    •    •    +    b,^,~n 

setzt.  Durch  Auflösung  der  linearen  Systeme 


findet  man  '§.  8,  Ij 

B=i    =    ßu^\    +  ß-ii-^^   +   .   .    +  ßni-^n 
B^i    =    l^h  Vi   +  ßii  Vz   +    •   •    +  ßu.Vn  ■ 

Vermöge  der  Voraussetzungen  b^j^  +  bj^^  =  0  ,  bi^  =  to  und  des 
zwischen  x,-,  y^  und  den  Grössen  ^j ,  z^,  •  • ,  %  angenommenen 
Zusanunenhangs  ist  aber 

^i  +  Vi  =    2  WS,-  , 

folglich  hat  man  zugleich 

oder  abgekürzt 

2/i  =  ^li-f-i  +  ■  •  +  f,u-p/i 

■^!-   =    Cn  2/,    +   •   •   +  '\«  2/,j  • 

Aus  der  Identität 

Vi  =   Cii  '-nVi  +  ■  •  +  (•,„!/„■  +  .  .  +  c„iC,„y,  +  .  .  +  c„„y,,) 
folgen  die  Identitäten 

1  =  'u'     +  '-.r     +  •  .  +  c^,i' 

wodurch  diese  rationalen  Functionen  der  unbestinnnlen  firössen 
6,2,  ••,  i>n  —  t:n  "''^  Coefficienten  einer  orthogonalen  Substitution 
characterisirt  werden  (5,  I). 


1  :•)  S 


§.  11,  (i. 


Dass  (lio  Dclonninantc  e  diosor  orthoponalon  Snbslitution 
d(Mi  ^V(M•th  I  nicht  — T  hat,  (M-krimt  man  diircli  HildmiL:  des 
Prodm-ts  t//"-^'   d.  i. 

a».i,i,,-/J         =!'■',•»',:  ^"',-f.3  •  ^u  ''i.!  ''.3 

iw/J„  2oi,-},,-ß       :äM^i,3  .         />.„  ^,,         i„ 

2«/?,,  2  «..,^3.,  2w,-f3,-ß      .         //j,  /'j,         6,3 

\Voil  nach  §.  :\.  M 

2W^„6,,      +    .     .    +       -^W,-',,   -   ß    ^,     +    .    .    +     ioßinf'in    =     ß''»- 

ist,  so  hat  das  rn.duct  §.  5,  ij  den  Worlh  ß"+',  fol-lidi  ist 
fi=  1  . 

Wenn  man  cndlicli  die  Coefficienten 

Cii  ,     c„j  ,    .    .  ,  c,„-        oder        r^;.,  ,     Cj^,  ,    .    .  ,  c^„ 

Tiiit  den  enlaesencesetzten  Zeichen  versieht,  so  wechselt  die 
l)(Morminanlt>  der  Substitulion  ihr  Zeichen,  während  die  rha- 
racterislischen  Cdoichungcn  'ö,  I.  Y) 

cu'       +  c-ü        +  •   •  +  ^„i'       =   1 

oder 

a-.'      +  a-.'      +  •  .  +  a«'      =  < 

a-ifii  +  ajf.-.-  +  ••  +  Chinin  =  0 
keine  Wränderung  erleiden. 

Beispiele.   Für  ?)  =  2  findet  man 

I     1       ;. 

I   -A         1 

Die  Coefficienten  der  einzelnen  Elemente  in  B  sind 

1        l 
-).        1  . 

Daher  sind  die  Coefficienten  einer  binUren  orthogonalen  Sub- 
stitution von  der  Determinante  1  folgende  : 

1  -  A'  2/1 


1  +  ).' 


1  +  ;.' 


§.  I  i,  c. 

Die  orllioi^onnio  Substitution 


\l\ly 


1  -  ;.-  2  X 

v+r-  I  + ).- 

2  A  I  -  A- 


Ii.it  (Ii(>  Delcrniinnnte  —  I  . 

Für  71  =  3   findet  man  f§.  7,  i 
I  i'        — /j. 

fi      -}.        \ 

Die  Coefficienten  der  einzelnen  Elemente  in  B  sind 


B  = 


I  +  /-  +  n-  +  V- 


1  +  ;.-' 

V     + 

).a 

-LI    + 

}.V 

V   +   ).^u 

1  + 

u^ 

).     + 

U  V 

LI    +     ).  V 

-l  + 

u  V 

1      + 

."■' 

Demnach  findet  man  folgende  Coefficienten  einer  ternären  ortho- 
gonalen Substitution  von  der  Determinante  1  : 


1  +  ;.-  -  ^-  - 

v'- 

B 

^-v  +  ).ix 

^           B 

^u  +  Xv 

2 

V  +  /lU 

B 

4 

+  fi-  —  V-  — 

X- 

B 

■7 

—  X  +  /UV 

B 

LlV 


■I    +  ;  -  —  /.-  —  u' 


wie  schon  Euler  in  der  zuerst  erwähnten  Abhandlung  p.  101 
angegeben  hat.  Diese  Coefficienten  sind  von  Rodrigues  (Liouv. 
J.  5  p.  405)  aus  denselben  Formeln  abgeleitet  worden,  welche 
Euler  (Nov.  Comm.  Petrop.  20  p.  217)  zur  Transformation  eines 
dreirechtwinkeligen  Coordinatensystems  aufgestellt  hatte.  Um 
die  Coefficienten  einer  ternären  orthogonalen  Substitution  von 
der  Determinante  —  1  zu  erhalten,  braucht  man  nur  in  dem 
obigen  System  die  Zeichen  von  einer  oder  drei  Zeilen  oder  von 
eben  so  viel  Colonnen  zu  verändern. 
"Für  n  =  4  findet  man 


B  = 


w 

a 

b 

c 

—  a 

(a 

h 

-9 

-b 

-h 

(ij 

1 

—  c 

9 

-f 

(O 

=     (o'^  +  a^  +  6-  +  c-  +  f  +  g-  +  h" 
oj,')    =   af  +  ig  +  ch  . 


<56  ^.  1K  <■'. 

,^,,    =         ;>»'    +  f-     +  sr    +  Ir  er  /?,,.   =  ,iw+f!l    -  hh   +  r„\(,t 

/Jj,    =     —  ato  —  ff>  +  cg  —  hh  «i  ,%.,   =  ,"'■'    +  /  •    +  A'     4-  c"  o/- 

,^j,   =     —  bot  —  cf  —;;''  +  rt'*'"  ,'*j3  =   (—//">  +  ///  —  <i h  —  c ;i  i» 

ji^^    =    ^—  roi  +  /(/■   —  </i7  —  h!l  itt  /1^.,    =  gi»  +  /  li    +  h  !)  —  cd  lo 

fl^^  =  hfl   -+■  g  :>  —  '•/"+  ah  o)  |■1^^  =  COi   +  h  ,7  —  (ig   +  li f  lo 

■t^^  =  h  «)  +  I  g    +  <' ■>  —  "/'  !•>  i%i  =  \—  go)  +  h  /  —  (t  r  —  I,  D  t,i 

,^,j  =  (r-)'-    +  g-     +  (•-     +  n"  er  j-t^^  =  {/'«i    +gh  +  it  :i  —  h  c  u> 

^•?jj  =  ,—  f(»  +  gh  —  bc  —  dl)  (»  /)\,  =  ;('/•'    +  /(■  +  ir   +  b-,«r 

ßc,,  =  [(,>-■  —  ,'>-■  +  /'■  —  n"  +  g-  —  b-  4-  h-  —  (•-  ](•)" 

Dc^.,  =  [w-  -  -r-  +  /■■■  -  a-  -  \f)-  -  b-i\-  Jr  -  r-)]o/' 

ßc„  =  1(0'  -  ,7-^  -  {/'  -  «■■  +  y  -  b']  -  {h-  -  c'i]  lo' 

Bi\,  =  [w-  —  ,'/-'  —  /■-  —  a",  —  [g-  —  b'^i  +   h"  —  r';]  ur 

11.  s.  f.  Mil  Hülfe  dieser  Foi'iiieln  hissen  sich  ohiw  Weiteres  die 
CoelTieienlen  einer  (|U.itei-niireii  orlhoizoiiiden  Siihstitiitidii  \nii 
der  Delenuin.iiile  I  (xUm-  — I  nufstellen. 

Cayi.ey's  System  dieser  Cocfficienlen  in  (".felic^  .1.  .'52  p.  122 
onthillt  zwei  Feliier  iin  ß^^  steht  — /;/"  st;itl  /;/".  in  /^e,,,  lic.^^,.. 
stellt  I  stiitt  1  —  ^^^,  welche  in  der  neueren  Mittlieihmi:  (Iavi.kv's 
Grelle  J.  öO  p.  31  I  nicht  vorkoninicn.  Dnaeizon  ist  .in  d(>in  zii- 
Iclzl  crwjihnten  Orle  p.  ;312  7..l\  v.o.  d(M- Driickfelder  -\-öy' 
in  — dy  zu  verbessern.  Die  von  Cayi.kv  izefiiiKleiicn  (loelli- 
cienlen  einer  quaterniiren  orthogonalen  Subslilulion  k(inmu-ii  in 
nnderer  Form  bei  l'ri.ru  (Nov.  Goiiim.  I'etrop.  15  p.  102]  vor, 
der  sie  »nulla  cei'ta  niethodo,  sed  potius  (piasi  divin.indo«  er- 
hallen halle.  Kli.eu  fiiiil  hinzu:  »si  (piis  viaiii  dirciijini  ;id  haue 
solulioneiii  manudiiccnlcni  in\('stii;a\crit,  insignia  cei'le  sulisidi.i 
nnalysi  allulisse  eril  ecnscndns.«  ICs  ist  (1avi.i:y  nichl  enliian.u(Mi, 
wie  sieh  aus  den  von  ihm  aul'gestelllen  (loeflieienlen  die  lü  i.i;n - 
sehe  Lösung  ableiten  liissl  (vergl.  Grelle  .1.  öO  [).  ."5 1  2j .  Selzl 
man  im  obigen  System 

_       !t  ^-  ii  _»•  +  <■  _       (1  +  I'         .    __  /'  ■<-  <l 

10  -  -      ^      ,       /  _   -  -_^—  .       g  ^      ,        (   --       ._,      . 


S  —  il  r  —  r 

,7    =  - —  .        (i  = 


b     -=    -''  ~  '^  r     =     ''   ~  " 


■l 


lind  ;ind(  rt  man  die  Zeichen  der  letzten  llorizontidrcihc,  w  ndnrcli 
die  Dclerminanle  der  orthogonalen  Sul).slitution  den  WCrih  — I 
annimmt,     so    erhalt    man    l'.i  i.rns   System    olim;    irgend    ein(> 


§.  li,  7.  I.')7 

Ahwciiliunij;.  l)(Min  {l;is  zweito  Element  der  zweiten  Ilorizonlal- 
reilie  entliäll  l)ci  Ellkii  mir  (liirch  einen  Druckfehler  — ds  sUilt 
H-  ds  . 

7.  Die  l)inäre  und  lernäre  orllioiionale  Substitution  ist  in 
der  Geometrie  gleiehljedeulcnd  mit  der  Transformation  der 
ortlioponalen  Punkteoordinalen.  Um  von  dem  orthogonalen  Sy- 
stem .r,  y  zu  ilem  orthop;onalen  System  x',  y'  überzuc;ehen,  unter 
der  Voraussetzung ,  dass  a:*,  y,  x',  y'  Riehtungen  einer  Ebene 
sind,  hat  man  die  lineare  Sul)Slitution  zu  machen,   deren  Coef- 

ficienten 

cosica;'  cosa:y' 

CüSj/x'  Qosyy' 

sind.  Wenn  Winkel  von  gleichen  Zeichen  durch  Drehungen  von 
einerlei  Sinn  beschrieben  werden,  mithin  xy  -h  yx  =  0  ist, 
so  hat  man 

.ly'  =  xx'  +  x'y'  ,      yx'  =  yx  +  xx'  ,      yy'  =  yx  +  xx'  +  x'y'  . 
Sind  nun  die  Winkel  xy  und  x'y'  beide  =  90",   so  ist 

cosxy'  =  —  siüic^',      cosyx'  =  sin  icj;' ,       cosyy'  =  cosaro;'. 
Wenn  dagegen  xy  =  90**  und  x'y'  =  —  90"  ist,  so  ist 

cos  xy'  =  sin  xx' ,      cos  yx'  =  sin  xx' ,      cos  yy'  =  —  cos  xx'  . 

Daher  hat  man,  wie  bekannt,  beim  Uebergange  zu  einem  Sy- 
stem desselben  Sinnes  die  lineare  Sul)stitution 

cos  xx'  —  sin  xx' 

sinaja;'  cosa;a;' 


von  der  Determinante  I  zu  machen;  beim  Uebergangc  zu  einem 

System   ' 

stilution 


Svstem   entgegengesetzten   Sinnes   ist  die   erforderliche   Sub- 


cos.ra;  sui  a;a; 

sin  xx'  —  cos  xx' 


von  der  Determinante   —  1  . 

Diese  Bemerkungen  werden   durch  ein  bekanntes  gonio- 

metrisclies  Theorem  (s.  luiten  §.  IG,  1)  bestätigt,  nach  welchem 
für  beliebige  Richtungen  einer  Ebene  x,  y,  x',  y' 


cos  a;a;  cosa^j/ 

cos  y  x'         cosyy' 


=  .sin  xy  sin  a;  y 
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^.  I  'i,  7. 


Dit'sr  l)rl('rmiii;mlt'  isl  posiliv  odor  noL'.iliv.    je  n.i.lulcni   sin./-// 
und  sin  .;■'//'  ciiii'ilci  /.tMclifU  li.iltcn  (ulcr  niilit. 

riuizcki'hrl  stlilii-ssl  ii:;m  aus  den  ('.lci(limii:('ii 
cos-j-.r'  +  cos '-,»•(/'  =    1  , 
coa"yx'  +  cos-'i/y'    =   1  , 
ros  a;x' cos  yx'  +  cos  xj/'cos  ^  y'   =   0  , 

(liiss  sin*.}'//  und  sin  ^.f'//'  den  WCiUi   I   iiahcn.    Denn  nach  i\ry 
.Multiplicatiiiusregel  (§.  5,  4)  isl 


sin  - xy  s\n  -X  y    = 


cosajj;       cosxy 
cosyx'      cos  yy' 


)      0 
ü     i 


l'ni  die  nngeiicbencn  Subslitulionou  zu  ration;ilisiron, 
bnnu'ht  iu;in  nur  cos  .r.r'  =  oos  ^  ^  xa:'  [  I  —  tauii^  ^  xnr'  i 
u.  s.  w.  zu  licnutzcn  und  die  Cocriiciculen  diT  Sulisiiiulinu 
durcli  tanjz  I  .t.l'  auszudriitkcn.   Vcrj:!.    (5    Hris|»i('l   I. 

8.  Um  von  dem  (irlliouDiialrn  Courdinalonsx  sloiu  ./•,  //,  :; 
zu  dem  orllioiZonahMi  System  er',//'.  :■'  (dx-rzuLicIicn ,  iial  mau 
bekanntlich  die  lineare  Sul)stilution 


cos  j;.r' 

cos  xy 

cos  .X'  z 

cos  yx' 

cos  yy' 

cos  y  z 

cos  zx' 

cos  s  y' 

cos  zz 

zu  machen,  deren  Coenieieuleu  den  (ih'ic  liungen  (ö,  1)  izenügen 
müssen,  mithin  Tunctionen  von  3  unlx'slimniten  Grössen  sind. 
Bezeichnet  0  den  uemeinsehaltliehen  Anfaui:  der  Coordinalen 
und  wird  die  Kulii'I.  (h'ren  Conlrnm  0  und  deren  Hadius  die 
Liingeneiuhcil  isl.  nou  den  l'iiclitunizen  ilcv  posiliNcu  Koordina- 
ten in  A',  )',  Z,  A',  >',  /'  tieschuillen ,  so  sind  die  (ioordinalen- 
sysleme  desselben  oder  enlgeirengesetzlen  Sinnes,  je  nachdem 
die  sphäiisclien  Dreiecke  V  )'/  und  A')'/',  o(h'r  die  Tetraeder 
OXYZ  und  (>  \' y  Z'  (h's-ellien   oder  enlL:ei:enL:eselzten  Sinnes 


I.  Hei  zwei  sphärischen  FiLiuren,  wenn  sie  udeich  und  ;ilm- 
iich  luid  (h\sselben  Sinnes  sind.  i:iel)l  es  einen  sich  selbst  eul- 
spreclii'uden  Punkt  S  \(>n  solche!'  I.aize,  dass 
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SA'  =  sx' ,         SV  =  sr ,         sz  =  sz' , 

Winkel  XSY  =  X' S  )"  ,  YSZ  =    Y'SZ',  XSZ  =  X' S  Z'  , 

XSX'  =    YSV  =   ZSZ'  *). 

Nafli  eincMii  cloiiiontaren  Salze  der  s|)h;irischen  Trigonometrie 
hat  man  daher,  wenn  OS  dnreh  s  nnd  (Um-  Winkel  A'S.Y'  durcli 
<p  bezeichnet  wird, 

cosj;j;'  =  cos'sx  +  sin '''5. z' cos  f^  =  cos'^sxl^  —  cos  y)  +  cos  t/> 
cos  yy'  =  cos  '^sy  +  sin  -sy  cos  (/  =  cos  "sy  (1  —  cos  (f)  +  cos  <p 
cos  z z'    =  cos  "sz  +  sin  "5:;  cos  (f  =   cos  "sz  ;l  —  cos  f/)  +  cos  7  . 

Wenn  man  ferner  die  gleichen  Winkel  A'S  Y  und  X'  S  1"  durch  0- 
bezeichnet,  so  hat  man  nach  demselben  Satze  der  Trigono- 
metrie 

cos  xy'   =   cos  s.v  cos  sy'  +  sin  sx  sin  sy'  cos  {(f'  +  ,')■) 
=  cos  5a;  cos  sy  +  sin  sx  sin  sy  cos  (p  cos  i>  —  sin  sx  sin  sy  sin  if  sin  fl^ . 

Da  aber 

cos  xy  =  cos  sx  cos  st/  +  sin  sx  sin  sj/  cos  i9'  =   0  , 
sin  s.r  sin  sj/ sin  .9   =  6  OXYS  =  sin.Ti/coss3  =  cosss, 

SO  erhält  man 

cos  xy'  =   cos  sx  cos  sy  (1  —  cos  7 ;  —  cos  sz  sin  7'  . 

Aus  dem  Werthe  von  cos  xi/'  findet  man  cosyx',  weil  der 
Winkel  YSX'  =  YSX  +  XSX'  =  -  r/)  h-  ^  ist,  durch  Vertau- 
schung von  cp  mit  —cp 

cos  yx'  =  cos  sr  cos  sy  (i  —  cos  (f)  +  cos  sz  sin  f/i  . 

Ebenso  ist 

cos  yz'   =   cos  sy  cos  sz  (1  —  cos  <p}  —  cos  s  j;  sin  (p 
cos  zy'   =  cos  s  2/  cos  sz  (1  —  cos  7)  +  cos  sx  sin  </) 

cos  zx'  =  cos  SS  cos  sx  IJ  —  cos  <p)  —  cos  sy  sin  (p 
cos  icz'   =  cos  sz  cos  s.i-  (1  —  cos  (/)  +  cos  sy  sin  (p  **) , 


*)   Vergl.  des  Verf.  Abliandlung  über  die  Gleichheit  und  Aehnlichkeit 

u.  s.w.  Dresden  1832,  §.  31  und  52,  oder  Elem.  d.  Math    3tes  Buch  §.  4,  18. 

**)   Diess  sind  die  von  Euler  Nov.  Comm.  Pelrop.  2  0  p.  217  gefundenen 

Formeln,  welche  Jacobi  Grelle  .T.  2  p.  188   in  Erinnerung  gebracht  hat  mit 

der  Aufforderung,  dieselben  einfacher  abzuleiten. 


ir.o  §.  11.  s. 

wo   VOM   den   \  oi-rili:l)iir('H  (iiössiMi  s  .v ,  si/.  sz.  cp  die  crslcrcii 
(liircli  (lif  (llricliuuu 

CDS '.^.r  +  cos  ■  .<  1/  +  co<.  " s z   =    i 
\int(M-  riiKiiuIcr  Ncrlmiulcii  sind. 

V\u  dicso  Sul)sliliili()ns('o('ni(icnt(Mi  zu  r.itinn.ilisircii.  flilirt 
man  J  (p  ein  und  orliiill 

cos  .r.r'    =    cos  ■  A  7'  4-  'J  cns '-.>;./•  sin '■!  7    —  siii'"!'/ 
cos  xy'   =   i  cos  5.r  cos  s  1/  sin  - !  7   —  i  cos  6  3  sin  \  7  cos  !  7 

u.  s.  f.    Setzt  man 

cosäx  lani;  .17  =  A  ,     cos  ay  tiint.'  J  7  =  ,u  ,     cos  sz  lanp  J  7  =  r  , 

mithin 

lang  -^  ■;  7   =  ''■"■  +  ,"■  +  ' "  ■     7^q~y    =   1  +  ;.-+/*-  +  .- , 

so  erhält  man  das  oltiii^e  System  rationaler  Coefficienlen  einer 
ternären  orthoiionalen  Substitution  (6). 

II.  Bei  zwei  sphärischen  Fii^uren,  wenn  sie  izleieh  und 
ähnlich  und  entgegengesetzten  Sinnes  sind,  giehl  es  einen  sich 
selbst  entsprechenden  Hauptkreis,  dessen  Pol  6'  seinem  Gegen- 
punkl  entspricht,  so  dass 

SX+SX'=    ISO»,        SY  +  SY'  =    ISO»,       iZ  +  SZ'  =    ISü», 

Winkel  A'.Sy  =   X'SY',        YSZ  =    Y'SZ',       XSZ  =  X'SZ' , 

XSX'  =    >'.S)'  =   ZSZ'  . 

Unter  Annahme  der  vorigen  BezciihnunLicn  hat  man 

cosiCT'  =  —  cos'-s.T  +  sin '■'50:  cos  7    =  —  rds-'i.r   1  +  cos  7    +  cos  7 

cos  xy'  =  —  cos  sx  cos  sy  +  sin  5a;  sin  sy  cos  7  +  //) 

=  —  cos  sx  cos  sy  \  +  cos  7)  —  cos  s z  sin  7 

u.  s.  w.  Diese  Formeln  unterscheiden  sich  \on  den  im  vorigen 
Falle  gefundenen  nur  durch  die  Zeichen,  nachdi m  (p  mit  1  80" — q) 
verlauscht  worden  ist.  Der  Winkel  180" — (p  ist  al)er  derjenige, 
wehlirn  das  System  x',  //',  z'  um  die  Axe  s  beschreiben  muss, 
(laiiiit  V  )' Z'  mit  der  ('lei:ciifiL:iir  von  .V  V/  zusanmienfäUl. 


§.14,  8. 
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III.    Nach  V.  Stal'dt's  Theorem   (s.  unlen  §.  IG,  d]   ist  für 
l)eli('l)iüo  Winkel  niul  l.;ii:eii  (\cy  cnoidinirtcii  Axeii 


cos  a;a;      cosxy      cosa;:; 
cosyx'     cos  yy'     cos  ys' 

cos:ja;'     cos  zy'     cos  zz' 


=   36  OXYZ  .  OX'Y'Z' 


Folulicii  ist  die  Delei'iiiin.inlc  |K)siti\  oder  nej^iUiv,  j<'  ii;icli(leiii 
diese  Ti'traeder  o(hn'  die  \on  den  Axeii  geljildclcn  Keken  des- 
selben oder  enigegengeselzlen  Sinnes  sind.  Bei  eineni  ortho- 
gonalen System  beträgt  aber  das  zuiiehörii^e  Tetraeder  {  (lubik- 
einheil,  daher  ist  die  Delenninante  der  orlhoiionalen  Substi- 
tution I  oder  — 1  ,  je  nachdem  das  neue  System  mit  dem  allen 
desselben  oder  entgegengesetzten  Sinnes  ist  *) . 

IV.   Umgekehrt  schliesst  man  aus  den  Gleichungen 
cos'^ivx'  +  cos'xy'  +  cos'-xz'  =  1 
cos-yx'  +  cos'-yy'  +  cos'^yz'   =  1 


ra;   +  cos 


■  y 


=   1 


cos  xx' cosyx' +  cos  xy' cos  yy' +  cos  xs' cos  y  z'  =  0 
cos  a-ic'cos  ra;'  4-  cos  a:^/' cos  sy'  +  cos  0:2' cos  ss'  =  0 
cos^a;' cos  sa;'  +  cos  yy' cos  z y'  +  cos  yz' cos  zz'  =   0, 

dass  die  Systeme  x^  y,  z  und  x',  y',  z'   orthogonal    sind 
Denn 

«U         «1.        «13 

(36  0X1  Z.  O.Y'V'Z'  -  = 


rt„     a. 


«•'3 


worin  nach  der  Regel  für  die  Multiplication  der  Determinanten 

«u    =   cos  a^a;' cos  .Ka/ +  cos  .xy' cos  a-y' +  cos  .-r::' cos  a^s'   =   1 
a,.,   =  cos  a;.^;'cos  j/a;'  +  cas  xy'  cos  yy'  +  cos  a; s' cos  y -'    =   0 

u.  s.  w. ,   so  dass 


=  1 


rt,. 

«.3 

1 

0 

0 

a.... 

"■>3 

= 

0 

1 

0 

0,2 

«33 

0 

0 

1 

*)  Auf  diesen  Liilersi-liied  der  SabslitulioiisdelenuiiiaiitiMi  luit  Jacobi 
Grelle  .1.  15   p.  309  auliiierksam  geiiKicld.     VLMgl.   Moiiiis  Statik   ij.  1-27, 
Magnus  anal.  Geotn.  des  Ilaunies  §.  13. 
**)  Dedekixd  Grelle  J.  30  p.  272. 

Bill  izer,  Delerni.   '.'.  AiiM.  1  1 


\(\i 


§.  I'i.  s. 


Nun  isl  0  0\y'/  =  ^ill  ./•// sin  .!■  r-  sin  fa»/  .r  r-^  u.  s.  \v.  I);i.s 
l'iiidiii'l  (liT  Simis  wiitl  ,il»ci-  mir  il.iim  I.  wenn  die  Winkel 
n-ilil  sind. 

i>.  \\  Clin  '•,,  .  ■  ■  •  <',i„  tut"  <  iocriicifiitcn  einer  tniiKiirnn.ilen 
Snlisliliiliiiii  iiedeiili'il,  deren  DeleiiiiiiKinle  i  d.  i.  entweder  I 
oder  —  I    isl.    \\  eiUl 


A(=)  = 


'■,,»  + 


so  ist  die  Cdeielmni;  f{z)  =  0  reciprok  uiu)  lial  mit  Ausn.ilime 
der  Wvn"/(d  — «,  welche  l)ei  unizei';i(leui  n  vorhanden  ist,  keine 
realen  Wurzeln*). 

Beweis.  Die  l'.nlwiekcluni;  der  Delerminanle  f [z)  nach 
sleiiienden  Potenzen  \un  z  (§.  4,  3)  üielil  veniiöLie  (Kt  in  (5,  VI) 
l)e\\  iesenen  l'jLienseliaft  der  zu  fO]  izehöriLjen  pailialen  I)(!lef- 
niinanten  ehiie  Weiteres  zuerkennen,  dass  die  Coeffieienten  \tin 
r",  r',  r-^,  .  ,  von  den  CoeClicienlen  von  :;",  r.""~V  r."~^,  .  .  sieh 
nur  durch  den  Factor  e  inilerseheiden,  tiass  also 


I 


was  sich  durch  Mnitiplication  der  Determinanten  e  und  f{z) 
hestäliizen  lässt.  Denuiach  ist /"(—€)  =  (— I  j"  t"~' /'(— e),  also 
verschwintlet /■( — e),  wenn  7»  eiiie  vmgerade  Zahl  isl.  l'eber  die 
Realiliit  der  übritzen  Wurzeln  der  (ileichunii  /  (>•)  =  0  eihidl 
man  Aid'sehhiss  dnich  das  l'r<idiiel  der  I)(>l(M-niinanlen 


/■(3]/(-S)    = 


wdiin  iiaeli  der  .Miilliplie;ilioiisregel 

,/„  -  :-    =   r,-,  r„  +   .   .   +   :r,-,-  +  Z)  (r,-,-  _  5)   +   .   .   +  r-^^^r-,^ 


♦)  Brioschi  Liüuv.  J.  19  p.  253. 


§.  II,  10. 
folglich  (5,  I) 

ist.    D.iluM-  liat  lujiii  (}jj.  +  (Ij.j  =  0  ,   liiid  ii.icli  §.  7,  (> 

z     d^., 

rf,. 
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3" 


1 


=(v-=y*a-o""'-' 


+ . 


wobei   die  a.  a.  0.   iiähor  besoliricIxMicii  (aicflicicnlcu   clcr  Po- 

k'nz(Mi  von  — ;  positiv  siiul.    WCiiii  nun  -  real  ist,   so  ist  fih- 

geratlc  oder  ungerade  n 

m-A     oder      ^'^^^(-^' 


positiv,  folglifli  f[z]  von  Null  verschieden. 

10.  Die  orthogonalen  Substitutionen  gehören  zu  denjeingen 
linearen  Substitutionen,  durchweiche  überhaupt  eine  gegebene 
(]uadratisch(>  Form  von  n  \'ariablen  in  ein  7\ggregat  von  n  Qua- 
draten transforinirt  wirtl.  Wenn  die  gegebene  Form ,  die  nacli 
§.  13,  9  diu'ch  2  cijf^XiXj^  bezeichnet  wird,  durch  die  lineai'e 
Substitution 


•  ~^  VnV}^  übergeht,   so  er- 


in  das  Aggregat  />,?/,"  +  P->y-i~  +  • 
folgt  die  Identität 

•^«/tf^iii/i  +  •  •)(f/;-.'y.  +  •  ■)  =  v,y, 
unter  den  Bedingungen 


Pny,,' 


t,k  i,k 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

so  erhält  man  bei  der  Voraussetzung  (ij-j  =  (ijj^.  zur  Heslinuuuni 

n  * 


IC.i  §.  I  'i.   10. 

(1(M'    Siilistilulidii    (l;is    im/urciclH'ndc    S\  stein    \(m     \  ii  n  —  1) 
('ilficIimim'U 

'u-fl.v   +   •    .   +   r,„.flf„,   =   0  . 

Aus  siiIcIitMi  (iriisscn  c .  wt-lclic  dicsiMii  SnsIcui  jjciiiiLit'ii,  bildcl 
iii.iii  (l.iiiii 

'ir.'/i,     +    •     •     +     C„,(l„,.    =    p,.  , 

und  liiidi't 

fJir^i     +    •     •    +    (hn-^n    =    PrVr  < 

SO  d;iss  nur  die  Vfiliiiltnissc  der  SubslilulionsfocriicitiiU'ii   /u 
ciiKindcr  in  liclr.nlit  kniiniicn. 

Die  l)is(iiniiii;inl(Mi  dor  i:o!j;el)c>nen  und  der  tr;nisf()i  inir-len 
loiin  sind  2f  ±  a,,  .  .  a,,„  und  p^po  •  .  p,,  ■  Wenn  nun  die  Detei'- 
niin.inte  Avv  Sul»stiUilii)n  den  \\'(M'|!i  e  li;it.  so  isl  (3) 

Pi  •  ■  Pn  =  <■■-  ±  ",,  •  •  ('„„  ■ 

Wenn   mnn   ferner  den  Goeflieicnfen   (Jes  Elements  c,^.  in  der 
Deteruiin.inle  £  dureli  y^j.  bezeielmet.  und  die  Gleicliuni^en 

0      =    Cu9,r    +    ■     .    +    <,n9nr 


Pr   =    f'u-ffw    +    .    .    +    c„,g,„. 


derReilie  n;K'Ii  nn't  j'^j ,  y^^,  ..  iiiulli|ilicirt.  so  lindet  in;in  dui'cli 
Addition 

P, ■}',;■  =  fff.v 

und  liierniuli  w  ie  ohen    ö) 

P,  .  .  p„,  2:  ±  r,„^,_„,^.,  .  .  c„„  =  (  :^  ±  g,,  .  .  g„„„  . 

II.  I)ic  SuiiiMie  /' =  ^  (ij]..i-ji/j.  \on  ?r  rdiedern,  welelie 
diidureh  i^ebildet  werden,  diiss  ni;in  für /und  /,  ;ille  Numern 
vor)  I  Itis  ??  .setzt,  unil  tieren  Coeflicienlen  r/-^;.  einer  Hesehrün- 
kunc;  nicht  unterließen,  isl  eine  lioinoiiene  line.iie  l'unction  so- 
\\  cild  di|-  \  .uiidili-n  .r,  ,  .  .  ,  .y„  .  ;ils  ;iuiii  (h'i  \  ;u-i;il)len  //,  ,..,»/„, 
und  lieissl  drsliiill»  eine  ltiline;ire  l'unelion  dersellten  *j. 


•,  Jacobi  Crc-Ilc  .1.  53  p.  iC5.   Vci^:!.  Christofkel  Grelle  J.  C3  p.  255. 


§.  1i,  II.  165 

Hildel  man  ili(^  [)iflci('iili.ili|H()ti('n(<'ii 

iL 

v/,    =  j—   =  a,f,x^    +  .   .  +  a„/,x„ 

so  hat  man  die  cliai'aclerislisclio  GloicliimL; 

f  =  u,x,    +  .  .  +  u,^x,t    =  t\y,   +   .   .  +  v„y„  . 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  iler  ('oefficicnl  (l^^  nidil 
verscln\indt't,  dass  also  in  7l^  die  Vai'iahlc  //, ,  in  i\  die  Varial)l(! 
a*j  nicht  i'eidt,  l)ilde  man  die  bilineare  Function 

welche  die  Varial)h'n  ,r^,  ?/,  nicht  melir  enthiUt,  weil 

«  ik  =  «(/.■ — 

verschwindet,  wenn  für  i  oder  k  die  Numer  I  gesetzt  wird. 
Mittelst  der  Ditferentialquotienten 

dxi  ^         byk 

kann  lerner  unter  der  Voraussetzung,  dass  a',,  nicht  ver- 
schwindet, dass  also  weder  y.,  in  t(\  noch  x^  in  v\  fehlt,  die 
bilineare  Function 

f:  =  fi r)— ■  =  ^a"if,Xiyk 

gebildet  werden,  welche  auch  die  Varial>len  iCg,  y^  nicht  nielir 
enthält,  weil  der  Coefficient 

a"ik  =  a'ik ^r-^ 

verschwindet,  wenn  für  /  otler  k  die  Nunier  2  gesetzt  wird. 
Durch  fortgesetzte  Ausscheidungen  der  angegebenen  Art  erhalt 
man  die  besondere  Darstellung 

M,  r,  u'.,  v'.,  u",  v", 

f     =      -^-^      +      — V-^      +     77—^      +    .    .     . 

«11  «■■•  «      33 

Die  Diflerenliation  ergiebt  aber 


I  (Wi 


§.  l'l.  II 


•x     =   >k   - 


••l".A 


«•.•«II 


'•/;   =  »•  /. 


initliin  i>l  //',  i'iiic  \(>ii  //,  tiii;il>liiiiiL:i|^i'  lii»iiii);^('iir  liiir.irc  Vcr- 
liiiidimi;  \(tM  (/,  und  //,  :  //",  ciiif  \(m  y,  iiml  //,,  iiii.ililiiini;iL'c 
lioiuoLiriii'  liiio;uv  \  filMiidimi;  von  u'^  und  //', ,  id.s»i  ;iuch  von 
u^.  ?/., .  //,  ;  u.  s.  r.  In  iilicn  dioson  Voi'hindungtMi  hat  ?/,  den 
CooflicicnU-n   I .    UjImm-  kiiiin 

« i  =   C,u,   +  .  .  +   C,„u,„  +  u, 

gesetzt  weiden.  Weil  diese  Formel  von  //,,  .  .  .  i/,„  nn;d»li;ini;ii: 
sein  soll,  ^o  \ei>cli\\  indon  die  (loeflicienten  dieser  (irossiMi, 
und  nuui  hiit 


fol-lich  (§.  H] 


0    =    C.fl,, 


«■m  .         .  0 


('„.fl., 


=    0 


»im  'IUI 


U,  .       .        M„ 


oder 


—  "ll  •  •    'min 


'im        "  i\ 


■     "ii.m     a,„ 


".m        «1 


■hihi       "m 
",m        «, 


"  1,111  ■+- 1  Vii 


'im  "1,111  ■+-  l   ifiii  +  I 


f'mi        •      •       "«11«         f'm,in  +  i  Viii  +  t 


+  ",«  2/«   i 
+  "„„iVii 

+     "ll,  Vi, 


•iWI  M,!«  +  I     »Hl  -♦-   I  ■ 

Aus  ;/'"",   wii'd  ''""'/^-  idtLieleilel ,    indem    iii;in  ^^,.  diiicli  /,. .    nnd 
a,.^  dui'cli  a^f.  ei'sel/.l. 

Die  Viiriiilde  7/yv  li;il  in  j/'"'*y  den  (ioeriicieiiten  """',/,,  ;ds<»  isl 
a("",/.  2'  ±  ^/,,  .  .  a,„„,   =  2"  ±  «,,  .  .  (/„,„,".Ä 

rt^"'»  —  ^  ~  ""_j_:_?!?i+''^jti 

"       m  +  1  ,«1  +  1    —  >  •  +  a  fl 

■^    —  "ll    •    •   "mm 


§.  li,   12. 

Unter  AiitAiiliiiic  der  liczcMclininiuen 
A,„  =  -r  ±  rt,,  . 

11        •     •      ^i.m  —  I        '^i 
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u„.  = 


III, »t  —  I    '^/j 


V...  = 


a„ 


'III—  1 ,»»      '  in 


^i,m  —  i  ''im  Vm  + 

^hii,m—i  ^1111111/111  "•" 

^111  —  1,1  "hm  ^»t  ■'" 

^in—i,m  ^inm-^'m  • 


"m  •^m  "T" 


ereiebl  sicli  endlich 


"^    '^w  +  1  '^       >»  -«-  I      _      *^m  +  1  »^  »I  +  1      _      ^111  +  1 


xC") 


«J  +  l,»i  +  1 


A,„  A 


m  +  i  Um  ■ 


III  ■'^111  +  1 


U,\\  U..V.,  v,v, 

'  ^i  ^,J,  A.,A^ 

Wenn  es  denin;icli  ciiie  Anordnung  der  Variablen  einer 
bilinearen  Function  giebl,  bei  der  die  partialen  Determinanten 
A^^  A^,  ylj,  ..  nicht  verschwinden,  so  kann  die  biiineare  Func- 
tion auf  eine  bestimmte  Weise  als  Summe  vonProducten  homo- 
gener linearer  Functionen  U^V^^  ^2^2»  •  •  ^^  dargestellt  werden, 
dass  Z7,„  und  V.,,^  von  der  mten  (und  den  folgenden)  A'ariablen 
je  einer  Schaar  abhängen  und  die  vorangehenden  Variablen 
nicht  enthalten. 

12.  Ebenso  kann  unter  den  analogen  Voraussetzungen  die 
quadratische  Form  2  aij^x^Xj^,  deren  Coefficicnten  a^^  und  cij-i 
gleich  sind,  auf  eine  bestinnnte  Weise  als  Aggregat  von  Qua- 
draten homogener  linearer  Functionen  der  Variablen  so  darge- 
stellt werden,  dass  die  mle  Function  von  der  mten  und  den 
folgenden  Variablen,  aber  nicht  von  den  vorangehenden  ab- 
hängt*]. Denn  die  biiineare  Function  f  =  2  u^^x^yj^  geht  in 
die  gegebene  quadratische  Form  über,  wenn  ij^^  mit  a:;^,  n/^.j  mit 


*)  Jacobi  Grelle  J.  53  p.  270  und  282.  Diese  Transformation  der  qua- 
dratischen Formen  war  von  G.mss  theor.  cond)in.  observ.  31  Coinm.  Gtitt. 
V.  1819)  anüczei.ut  worden.  Einen  Beweis  derselben  flndet  man  bei 
Brioschi  Nouv.  Ann.  1856  Juli. 


If.S 


tj.  li.  \2. 


<i,^.  /ii.siiiimuMifallt.    Vorsicht  in.in  mm  imlor  Uj.  ii'i,  .  .  dit-  Iwil 
Iwn  l)ilV('rciiliiil»|ii(tli(Milcn  ^§.  IM,   1^,  st»  li;il  m;m    I  I; 

r,-  r,-  r„- 

-  —     +      —        +   .  .   +     ' 

Ay  Af  Aj  A„  _ ,  A„ 


f   = 


\\  oriii  .1,,,  =  ^  dl  ",,  •  •  ",„„i  «'iiit"  niclil  \  nscliw  iiulrml»'  p.uli.ilc 
Dolcrminimlc  der  DiscriiiiiiiiUilo  .1,,  Itcdcnlcl.  imd 


U«  = 


Die  An/idd  der  Oiuidriito,  wolclic  noi;alivo  Coenieicnicii 
h.dion,   ist  der  Anzalil  der  Zeiclion\\«Mliv;(>I   |_'|«>i(h.    wclclu' dit- 

Reihe 

1  ,         A,,         A,,..,  A„ 

darltiolel. 

13.  W'io  man  auch  <lio  rpiadratischc  rnriii  .2?  «,^.. /■,•.//,.  durch 
reale  lineare  Sulistilulionen  iIO,  1 ':?]  in  AiicrcLiate  von  Quadra- 
ten der  neuen  N'arialden  Iranslnrniirl .  so  liiidil  sjcli  doch  iu 
allen  Acureijalen  dieselbe  Anzahl  von  positiv en  und  diesellx! 
Anzahl  von  neizaliven  Coeflicienton  der  Quadrate';.  Hat  man 
die  gegebene  Form  durch  eine  Suiistiiution  in  das  Aui^regat 

PiVi'  +  v-y-i  +  •  •  +  p„y,i' 

und  durch  eine  andre  Sul)Stitulion  in  das  Agi^regal 

ry,  s,-    +    ry..s,-    +    .    .    +    7„2,;- 

ver\vandell.  so  ist  identisch 

Sind  nun  //<  Coeflicienten  des  einen  Ai;gregals  z.  H.  p^,  .  .,/>,„ 
positiv,  die  übrigen  negativ,  so  können  nicht  weniger  als  m 
Coefficienten  des  andern  Aggregats  positiv  sein.    Waren  z.  H. 


*)  Dieses  Priiicij)  ist  von  Jacoiu  I8'i7  erkannt,  aber  noch  niclit  ver- 
üfTenllicIit  würden.  Ver;;!.  dan  nachiielassenen  .Aufsatz  Jacoui's  Grelle 
.1.  .j3  p.  273  nebst  den  Millhei!iin!,'en  von  IIekmite  und  Bokciiaukt  a.  a.  0. 
p.  271  und  2S1.  Dasselbe  l'rincip  hat  .Sylvester  entdeckt  und  unter  dem 
Namen  «Traj:heits.i;esclz  der  quadratischen  Formen«  bekannt  iicmachl 
Philos.  MaL'.  1852,  II  p.  140  und  i'hilos.  Trans.  1853  p.  481.  Durch  directe 
Bczieliunj.'en  zwischen  den  (irossen  p  und  q  ist  der  Beweis  von  Briosciii 
geführt  worden  Nouv.  Ann.  1856  Juli. 


§.  I  i,   ir  169 

7,,  •  • ,  7/H_i  p<»siti\,  iiihI  r/,^^ ,  .  . ,  clf^  negativ,  so  gäbe  es  Wciihe 
von  a-, ,  .  . ,  a„ ,  diiicli  wclclic 

"1   '     •     •   >    ~'m  —  1  >        Vm  +  1   '     ■     '   >    Vn 

verseliw  iiideii,  \\  iiliiciid 

po^ili\  ii^l,  gegen  die  Vui'ausselzung. 

Anmerkung.  Aus  diesem  Prineij)  loigt,  dass  die  (|uadia- 
lischen  Formen  von  /«Variablen  (bei  nicht  verscliw  iiidciidtM- 
Discriniinanle  §.12,  i)  unter  einandei-  speeifiseh  verschieden 
sind  je  nach  den  Anzahlen  positiver  oder  negativer  Quath'ate, 
durch  welciie  sie  (hirgeslelU  werden  können.  Unter  den  n  Qua- 
draten sind  entweder  n,  oder  n  —  1 ,  oder  n  —  2 ,  .  .  von  einerlei 
Zeichen.  Die  Formen  der  ersten  Art  haben  bei  realen  Werthen 
der  Variablen  nur  positive  oder  nur  negative  Werthe,  und 
heissen  de.'^halb  bei  Gauss  (Dis(f.  arithm.  271)  forniao  del'ini- 
tae,  wiihrend  die  Formen  der  übrigen  Arten  tormae  indefi- 
nitao  genannt  werden. 

Wenn  für  n  =  3  oder  n  =  4  die  Verhältnisse  von  2  Va- 
riablen zu  der  3ten  oder  die  Verhältnisse  von  3  Variablen  zu 
der  iten  die  Coordinaten  eines  Punktes  sind,  und  die  gegebene 
Form  nebst  der  durch  eine  lineare  Substitution  transformirtcn 
verschwindet,  so  sind  die  zu  diesen  Gleichungen  gehörenden 
Curveu  oder  Flächen  zweiten  Grades  collinear  {homogra- 
phisch;. Aus  dem  obigen  Princip  folgt  nun,  dass  Ellipsen, 
Para])eln,  Hyperbeln  ohne  Unterschied  collinear  sind,  dass  hin- 
gegen die  Flächen  zweiten  Grades  in  2  Arten  zerfallen  und  nur 
die  Flächen  derselben  Art  collinear  sind.  Zu  der  einen  Art  ge- 
hören die  Ellipsoide  nebst  den  elliptischen  l'araboloiden  und 
Hyperboloiden:  die  andi'e  Art  uiufasst  tlie  hyperbolischen  Hy- 
perboloide und  Paral)oloide.  MöBiLS  baryc.  Calc.  p.  314.  Jacobi 
a.a.  0.  p.  280. 

Eine  lineare  Subslilutiun,  durch  welche  die  Form 

in  die  Form 

Vi'  +  •  .  +  vr  -  Vi  +  r  -  .  .  -  y„- 
verwandelt  werden  soll,  kaiui  aus  einer  orthogonalen  Subslitu- 


liot»  ;il>i;ol<'i(('l  werden,  iliiirli  welclie  iii;im  die  l'nnii  liiil  l.iiilei- 
]>o.siti\  eil  (Jii.i(liMleii 

./•,-  -♦-..  +  x,'  +  !/,  +  .■'  +  .  •  +  y„- 

in  die  l'eiiii 

;/,-  +   .   .  +  y,'  +  Ji  +  ,-   +  .   .  +  x„- 

ilbiM'fiihrl.  .MiUel>t  dei  lur  y/,-^, ,  ••..'/„  /n  ni.iclienden  Siihsli- 
tulioiH'n  worden  d.mn  die  V;iri;d>len  .J/^.,,  .  .,  j„  durch  //, ,  .., 
//„  nnsi:ediihk(.   .l\«:t»Hi  ii.  ;i.  0.  p.  i'H. 

14.  Inler  (Mner  8Ti;R.M'.sclien  Ueilu'  wiid  eim-  Ueilie  von 
Gliodcrn  ver.^l.iiiden .  wclelie  diiicli  dic^  in  iln-  \  orluimlenen 
Zoiehenwcclusel  lOide  Wurzeln  einer  yei:el)encn  iili:i-l»r.iiselicn 
(ileiehunL;  ;uizciiil';.  .I.vcobi  und  IIkrmiti;  lud»eri  (|uadr;iliselM^ 
Foiiuen  ;miiegel)en ,  bei  denen  die  Ziihlung  der  positiven  und 
der  negativen  Qu;ulr;ile,  dureli  welche  sie  dariiostellt  wertlen 
künneu,  densell)en  Dienst  leistet,  als  die  Betrachtung  einer 
Sti  R.MScheQ  Reihe. 

Aus  den  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  a, ,  «2;  ••» 
«„,  der  gegebenen  Gleichung  fix]  =  0,  einem  gegebeneu  rea- 
len AVertli  ü)  und  tlen  UnbeslimnUcu  Xq,  x^,  ..,a7,„_,  bilde 
mau  tue  Summe 

H  =  Z  (0  —  <()  X  +  rr,  «  +  .  .  +  a~„,_ ,  «'"-')- 

indem  man  liir  a  die  Wurzeln  a, ,  .  .  ,  a„j  setzt.  Jede  reale  unter 
der  Grenze  lo  liegende  Wurzel  liefert  ein  positives  Quadrat  in 
die  Summe  //.  Dagegen  ergiebl  jedes  Paar  von  coujugirt  com- 
plexen  Wurzeln  ein  positives  und  ein  negali\es  Ouadral  für  die 
Suuuue  //,  weil 


')  Der  nach  Stcum  benannte  Lehrsatz  ist  von  demselben  der  Pariser 
Academie  1839  Mai  23,  ferner  in  Ferussae  Huiletin  .\1  p.  419,  Choquel  et 
Mayer  Alyi-bru  1832  und  .Mem.  pres.  1.S35  toni.  G  iiillgcllicill  worden. 
Veriil.  .MiMGNo  Liouv.  .1.  5  p.  75.  Die  alificmeine  .\ufsteilung  einer  Stiirin'- 
sciien  Reihe  venhinkl  man  .Svlvesteu  (Philos.  Mag.  1839  Dec.) ,  dessen 
An^^abcn  von  Stirm  l.iouv.  J.  7  p.  336,i  l)e\viesen,  von  Caylkv  (Liouv.  J.  11 
p.  297.  13  p.  i69  und  JoACiiiMSTn.\L  ;Crelie  J.  48  p.  386)  erweitert  wurden. 
Die  zur  Verlreluni;  einer  bilurm'sclien  Ueihe  dienende  quadratische  lorin 
ist  von  lli  iiMiTE  (^»mpt.  rcnd.  1833,  I  p.  294  auftieslelit  worden,  weniger 
umfassend  bereits  von  J,\coiii  1847,  wie  aus  einer  Mittheihini,'  von  Hoii- 
CH.VRDT  Grelle  J.  53  p.  281  her\orgeht,  Verpl.  Sylvkster  l'hilos.  Trans. 
1853  p.  484,  Briosciii  Nonv.  .\nn.  1856  Juli  und  die  .Monographie  Hatten- 
DOHF  über  die  Slurm'schen  Functionen.  Göltinsen  1862. 
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iß  +  yy"-  iJ(P+  Q]^-  <)'  +  iß-}Y-  ^iP-  QV-  0' 
=  j  1  ißP  -  rQr  -  iß'  +  fi  Q'\ . 

Also  wii'd  die  Anzahl  der  xcrseliiedeiieii  realen  iinici'  oder  iilicr 
der  Grenze  w  liegenden  Wurzeln  gefunden,  iiKlciu  man  die 
Anzahl  der  positiven  oder  der  negativen  Quatlrale  in  dei'  Summe 
//  um  die  Anzahl  der  verschiedenen  Paare  von  coniplexen  Wur- 
zeln vermindert.  Die  Anzahl  der  verschiedenen  realen  zwischen 
den  Cirenzen  lo  und  w'  liegenden  Wurzeln  ergiebl  sich  darnach 
unahiiängig  von  der  Anzahl  der  compicxen  Wurzeln. 
In  der  Summe  If  hat  XiX/^  den  Goeflicienlen 

hk  =  ^  i">  -  «)  «'■^'^'  =  ^'^i  +  k  -  5,  +  A  +  i 
wenn  man  durch  Sj.  die  Sunuue  der  ricn  Potenzen  der  Wurzeln 
a, ,  ...  a„j  bezeichnet.  Die  Grossen  s^  sind  real  und  weiden 
aus  der  Differenz  der  Quotienten  f'[x)  :  f(x)  und  (p'\x)  :  g){x) 
berechnet  '§.  10,  6j  ,  indem  man  unter  (p!:rj  den  Divisor  ver- 
steht, welchen /"'(x)  mil  f[x)  in  dem  Falle  gemein  hat,  dass  die 
Wurzeln  der  Gleichung  f[x)  =  0  nicht  alle  von  einander  ver- 
schieden sind  (§.11,20).  Demnach  ist  II  =  2!  fu^x^X/.  eine 
(piadratische  Form  mit  realen  Coefficienten,  deren  Gliedei'  da- 
durch gebildet  werden,  dass  man  für  /  und  k  alle  Numern  von 
0  bis  m  —  1  setzt,  und  welche  durch  je  eine  bestimmte  Anzahl 
von  positiven  und  negativen  Quadraten  darstellbar  ist  (12;.  Die 
Discriminante  y„j_,  =  .5"  ±:  /^^  .  .  /,„_,  ,,j_,  und  deren  partialc 
Delernu'nanten  7'„(_2,  J'?»— 35  •  •  l^öimen  nach  §.  10,  5  be- 
rechnet werden. 

Anmerkung.    Zu  dem  angegebenen  Zweck  hat  lljiiiiHTE 
(Grelle  J.  52  p.  43]  die  synuiietrische  Function 

'y  -  w)  f(x)  f'iy)  -  (X-  wj  f'yi  fix) 


G[x,y    = 


y  —  X 


aufgestellt  und  in  die  Summe  ^  Iijj^xhß  entwickelt,  deren  Tv\- 
ponenton  im  Allgemeinen  \on  0  l)is  n —  I  steigen.   Dal)ei  ist 

y-x\^        fiy)  m 

f'i^)_^-      ^  y  —  '<i        X  —  (0    _    [y  —  x][ti}  —  «) 

I"  y    "  ^  X  —  cc  '  y  —  ((         X  —  u    ~     [x  —  u,'y  —  «] 

,    fioo]      fy) 


G'x,y]    = 


X  —  u  y  —  a 


«7? 

Vdii  (it'f  Simiiiic 


§.  r.,  li 


G[x,  cc)    =    2"   <•)  —  €<) 


,(  M 


(x  —  et 


lachen  die  nlicn  iiltci"  die  Siiiiiiiie  //  Liciii.iclilcn  hciiicikiini^cii. 
Nim  'JLv\\[  die  tni.idriili.sclic  Imhiii  ^  lijj..r^Xi^.  in  ^'(./•,.^j  UlxT, 
\MMin  iii.iii  ,/•,.  =  ./ '  sflzl.  Also  siiul  die  Aii/.ildcn  der  |)(».sitiv(Mi 
und  iu>ij;;ili\  on  Ouiidiiito ,  durch  welclio  diese  I'nrni  sicli  dar- 
st(dlen  liissl,  /.uulcirh  die  Anzalilcn  der  [i(isili\en  und  iicLialiNcn 
Quadiale  der  Summe  (i''x,x)  . 

15.    Zwei    _i:eu('l»ene    quadraliselie   Imuiucii    drv   Variahleii 

■"11       •      •     5      «i  » 


1  >  •  •  >  "^n 


ff    =  ^  «./.  ■^•«••'•a- 


'A   =   -''.•/.''•(•■n   . 


deren  Diseiiminanlen  —  db  ('n  •  •  o,,,^  »nid  2  ±  l)^^  .  .  />„„  nielil 
versch\\ii\(len,  können  im  Allgemeinen  dureh  eine  licslimmlc 
lineare  Suhslilulion 


deren  Determinanle  den  Werlli  6  hal,  in  die  l'nrmen 

7    =  7',2/,"'      +  .  -  +  />,!/,■-"       +  .   .  +  p„y,r 

^P  =  s,p,y,'   +  .   .  +  5, p, !/,'-'  +  .   .  +  s„p„y„- 

gcbrnclil  werden'  .  Denn  man  hat  zur  Keslimmuni:  der  ir 
Sidtsiiuilionseueriieienlen  l7i  n  —  \j  +  In  n—\]  ■+■  n  Gh-i- 
ehuniien     10). 

Hei    dieser    Transloiuialion    uelil     die    <|uadraliselie    l'oi'm 
s rp  —  ip  niil  (h-r  hiscriminanle 

sn,,  -  /<,,      .     .      sn,„  -  6,„ 


f[s,    = 


*^/ll  "wi        •       •         ^  ";<«  "n/t 


*,  CArciiY  Kxcrc.  de  Math.  4  p.  l'iO.  Jacohi  Grelle  J.  12  p.  1.  VcrRl. 
MoiTARD  in  I'oncciet  Applio.  p.  584.  Die  Aufiosunf;  dieses  l'rol)ienis  ist 
liefer  ergründet  wonien  diirdi  Wkikkstka-ss  Beil.  Monalsberichl  1858 
p.  207.  Vergl.  den  Bericlil  von  Ukihschi  Ann.  di  .Malern.  1858  Juli  und  die 
Erweiterungen  von  Curistuffkl  Grelle  J.  G3  p.  2';5. 


§.  li,  lö. 


I7:{ 


in    die    Foi-iii    U  —  ^i  P\!/i~ 
DiscriiiiiiKinlo 


{s  —  SnPnUn^   "her,    (leren 


{s  -  s,j  .  .  's  -  s,;  p,  .  .  p„  =  «-/"V 

ist  (3).   Zugleich  linl  die  Disci'iiniiiiinle  j)^  .  .  p^  dw  liiinsronnii-- 
ten  Form  g)  den  Werlh  e^  2  ih  a^^  .  .  a,,,, ,  ;iIso  ist 

d.  Ii.   s, ,  ..,■?,;    ■'^ind    die  M'ur/.cln  der  (Ileicliimi;  /Hon  (Irades 
fi^s)  =  0  .    In  der  Tluil  sind  s^(p  —  ip^   s^cp  —  ip  t  ■  ■  (|iia(lrali- 
sche   Formen    mit   verschwindenden  Discriminanlen    und    \<)n 
weniger  als  n  Unbestimmten  (§.  12,  4). 
Setzt  man  wi(>  oben  (10) 


9,k  =  öi,f,A-  +  .  .  +  (ii,,c„k 


=    ^;,  c. 


•   +   ^in  (-'iik  > 


und  bezeichnet  man   den  Goefficienten  des  Elements  cu^  in  e 
durch  '/ji^j  so  hat  man 

PkTik  =  f(lik'  HVkYik  =  ^^ik 

folglich  s^.r/,-;^  -  hii,  =  0   d.h. 

(S;ta,-,  -  Öj,)  c,^.  +  .  .  +    SA-a,,,  -  h;„   (•„/.   =    0  . 

Indem  man  hierin  für  /  die  Numern  1,  2,  . . ,  7i  setzt,  erhält  man 
n  Gleichungen,  vermöge  deren  (§,  8,  3) 


"xk 


CJ,    ■    '    ■    ■    C«A    =    f'^kh    ■■    f'Sk\2 


=    0  , 


f'H' 


ist,  wenn  man  den  CoeflicienlcMi  des  l^lements  süjj^.  —  bjj.  in 
f{s)  durch /"(sjj-yL  bezeichnol.  lliormit  bestätigt  es  sich,  dass  Sj^. 
eine  Wurzel  der  Gleichung  /\s)  =  0  ist.  Aus  den  Verhältnissen 
c,^.  :  c^ic  '■  '  ■  ^^i^■(l  PkUk^  berechnet  (10).  Dabei  hat  man  {§.  G,  5) 

Die  lineare  Substitution  erhält  die  Determinante  0  und  wird 
deshalb  unbrauchbar,  wenn  die  Wurzeln  der  Gleichung  f'S=  0 
nicht  alle  von  einander  verschieden  sind.  Wenn  aber  diese 
Wurzeln  alle  von  einander  verschieden  und  z.  B.  s^  luid  s^  con- 
jugirt   complex   sind,    so    sind   auch  p^y^^  und  p^yJ^  conjugirt 
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coniplox .  iiiilliiii  r/i  iiikI  i''  diiri'h  jo  ii  Ou.uIimIc  (l;iistt'lll»;ii-. 
wolrhc  nicht  .illc  »liissfllic  Zficlicn  liiiltcii  I  i  .  l  iiiLickclirl 
sflilicssl  in.in  :  Wenn  eine  der  l'oiiut'n  (f.  xp  sirh  diiicli  /;  Oii;i- 
(liMlc  \o\\  cini'rlri  ZtMclicn  (l.ii'strilcn  liissl  .  nnd  die  (ilciclinnu 
f  $  =  0  liiutoi"  vorsrliiedcnc  AVur/oln  li;il.  sn  sind  diese  W'in- 
•/cln  re;d. 

\\'eini  eine  der  t:ei:el»en(Mi  l'oinien  zn  dei'  aniiczciglcn  Arl 
i^eliiiit ,  so  hiil  die  (lleiehnni; /\.s'^  =  0  nur  re;de  Wuiv.eln  ;uieh 
d;inn.  wenn  diescdben  niclil  .die  \(in  eiiunider  verschieden  sind. 
Didtei  ist  eine  /.i";iciie  Wur/el  (h-r  (■ih'i(  liuni:  /  .v  =  0  /.nizieich 
eine  [X —  I  fiiche  Wnrz(d  der  (deichuni;en  f  s  jf.  =  i)  ,  ohne 
«Imss  die  I)urstelll>;nkeit  (h^*  heiden  i;ei:(d)cnen  Formen  ihn'eli 
die  Quadrate  derselben  n  re;den  linearen  Functionen  von  .r, , .., 
.r,,  verloren  pehl.  wie  Wi:iei{stu\ss  a.  a.  0.  l)e\Niesen  hat. 

A  n  nie  rkun  !;.  Wenn  die  heliehiiie  (|uailratische  Foiwn  t/' 
durch  /)  (Quadrate  insbcsondei'e  niillelsl  einer  oi'lhoiionalen  Suh- 
slitutii>n  (larLieslellt  werden  soll,  welche  die  Foiiii  r^  =  a-,^ 
-+-  :r.,^  4-  .  .  -4-  .r,,^  in  ?/,^  -t-  .  .  -♦-  //„^  verwandelt,  so  hat  die 
zu  di(>sciii  Zwecke  aufzulüsende  (ileichunc;  f(s)  =  0  nur  reale 
Wurzeln,  welche  aber  nicht  nothw  endig  alle  von  einander  \er- 
schieilen  sind.  Auf  einer  solchen  Transformation  beruht  nament- 
lich die  Bestimmunii  ilcv  Ilauptaxen  von  Linien  und  Flächen 
zweiten  Grades,  der  mechanischen  Hauj)la\en  eines  gegebenen 
Körpers,  der  säcularen  Störungen  von  Planelen  (Laplace  Meni, 
(\c  Paris  1772,  II  p.  293  und  :{()2).  Die  dabei  eintretende  Rea- 
lität der  Winzeln  der  Gleichung  fs'  =  0  wurde  für  den  «bitten 
Grad  von  Laüiiange  (Mem.  de  Merlin  ITT'i  p.  |08)  l)ewiesen, 
;dlgeniein  von  Caiciiv  und  .l.vconi  a.  a.  ().:  auf  einem  neuen 
imd  directen  Wege  für  den  dritten  Grad  von  Ki  mmlr  (Grelle 
.1.  2(>  p.  2(iS.  Vergl.  .Iacoiu  (lielle  .1.  30  p.  'lOi,  allgemein  von 
HoiK.iiAKKT  biuuv.  .1.  12  p.  "iO.  Dieselbe  Kigenschaft  dw  Glei- 
chung f's  =  0  eikennt  man  nach  Svi.vkstkr  IMiilos.  Mag.  1S.')2, 
II  p.  I3S  diuch  l'.nlw  ickelung  des  l'roducis  f\s  /'{ — s)  ,  wel- 
clies  für  imaginäre  Werihe  \ on  s  durchaus  positiv  bleibt 
vei'gl.  !i  .  I)ie  neuesten  hierzu  gehörigen  Arbeilen  hndel  man 
in  (liiiiisToKFKi 's  Abhandluni:  auizeführt. 
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§.  15.    Die  [Irciocksflürlio  uii<l  das  Tctraodorvoliini. 

1.  Wenn  0  den  Anfang  beliebiger  coordinirter  Axen  be- 
denlel,  wenn  x,  y  und  .t,  ,  y,  die  niil  den  Axen  parallelen  Coor- 
(linali'n  der  Punkte  .1  und  li  sind  und  die  Geraden,  auf  denen 
0.1  und  OB  liegen,  wie  die  Slreeken  selbst  durch  r,  i\  l)e- 
zeiehnet  werden,  wenn  ferner  die  Dreiecksfläclie  GAB  [»osiliv 
oder  negativ  genonnnen  ^^ird,  je  naclideni  der  Sinn  der  Dre- 
hung, welcher  durch  die  Ürcbiung  dei'  Punkte  0,  .1,  B  be- 
stimmt ist,  mit  dem  positiven  Sinn  der  Kbene,  in  wehhcm 
]»()sili\(>  Winkel  derselben  beschrieben  werden,  übereinslinniil 
od(M-  nicht,  so  ist*) 

X        y 
i  0 AB  =  rr^  sin  rt\   =   , 

x,       Vi 

Beweis.  Es  ergiebt  sich  unmitlelltai'  aus  der  id)er  das 
Zeichen  der  Dieieeksfläche  gemachten  Voraussetzung ,  dass 
7-rj  sin /-/-^  aucli  dem  Zeichen  nach  mit  iO.SB  iibereinstinunt. 
Man  hat  aber  (§.  3,  4i 

rr  rr^  cos  ri\  I 

rr^  cos  rVi      i\r^  j 


sin  xy 


r"r,- sin -rr,   = 
.\un  ergieljt  sich  durch  orthogonale  Projection 


r  cos  icr  =  x  +  ycosxy 

r  cos  yr  =  xcosxy  +  y 
r  =  rrcosa;r   4-  yccjsyr 

rr,  cos»- r,   =  .r, r cos a;r  4-  t/, rcosj/r    =  a;r,  cos ^rr,   4-  2/r,  cos(/r. 

Nach  der  Multiplicalionsregel  (§.  li,   1;  ist  die  Determinante 


xr  cos.ir  +  yr  cos  yr        xr^  cosa;r, 
rc,  rcosj:r  +  i/,  rcosyr        o-,  r,  cos  a-r, 

x  y    \'<  r  cosxr  r  cos  yr 

a-,         1/,  I  i  r,  cosicr,         r,  cosi/r. 


yi\   cos^/r, 
1/,  r,  cos  y  r,   | 


'  Diese  Formel  ist  in  einem  Tticorem  Vakigno.n's  (Mem.  de  Paris 
1719  p.  66  cntlialten.  In  der  gcgenwürtigen  Gestalt  kommt  sie  hei  Monge 
vor  (J.  de  l'ecole  polyt.  Cah.  15  p.  68;,  und  liegt  der  Formel  für  die  FUiclie 
eines  Polygons  zu  Grunde,  welche  Gauss  in  den  Zusätzen  zu  Schimacher  s 
Uebersetzung  von  Carnot  gt'om.  de  posilion  gegeben  hat.  Eine  genaue 
geometrische  Ableitung  derselben  und  die  Bestimmung  der  Zeichen  findet 
man  in  Möbius  Statik  §.  35. 


ITT. 

Ullti   t'ltl'llSit 

I  r  cos  .r  r  r   ros  y  r 

I  f|  cos  .r  r,  r,  co^  //  r 

n.ilirr  liiidcl  iii;\ii.   wenn  t  cnlwfdfr  I   ddcr  —I   isl, 


§.  I!),   I 


I  cos.rj/ 

ciis  .r  1/  t 


>r,  MM  /•  /■,    =    f 


J/. 


sin  .;  1/ 


Wenn   1/  und  ./•,   vciscliw  iiidcii .    sn  'j.r\\l   r  in  .r,    /■,  in//,  üImt. 
Dfuniiuli  isl  6=1. 

A  n  ni  (■  rk  II  n  i:.    WCiiii  dci'  l'iinkt  />'  di'iii  l'nnkle  .1  iiiicnd- 
licli  iKilu-  lit'i:!.  so  isl 

r,   =   r  +  cl  )•  ,         .r,    =  d-  +  rfj-  ,         y,   =   1/4-  </(/  . 
liidt'iii  ni;in  den  \\  iiikcl  .rr  diiicli   'f  Ix/ciclincl.  ciliidl  111,111 


•'•       y 

(I X      (1  y 


sin  .ry 


■i  ()A  U  =  r-  da  =  \  '  sin  .vy  = 

.1-  +  (I  c       y  +  <ly 

dimli  Anw cndiinii  \on  §.  ."5,  (1. 

2.  Wenn  das  Vohiin  des  Teliiiedcrs  OAJiC  diircli  die 
Kanten  0.1,  OB,  OC  und  deren  Winkel  un/weideulii;  aussie- 
(Iriickl  werden  soll,  so  beslimine  Jiuin  w  illkiirlicli  die  posiliNcn 
Kieliluiiuen  der  Geraden  x,  //,  z,  auf  denen  die  Kanlen  i)A, 
OH,  ()C  liefen,  mul  deniL'einäss  die  Zeichen  dieser  Kanten: 
ferner  heslimnie  man  willkiiiliili  die  posilixe  liicliluiiL;  der 
Normale  :;'  der  Kbejie  ay.  und  di'iiiiieiniiss  den  |)osili\eii 
Sinn  dieser  Kbene.  Dann  ist  aueli  dem  Zeiidien  nach 
tOÄIi   =    üA.OB  sin.ry  , 

und  der  Abstand  der  Spitze  C  \on  dei-  llhene  der  l'liiclie  OAH 

OCco^zz'  , 


f.d-lich 


6  0  ABC  =    OA  .  Oli  .  OC  <\nxy  coszz' 


Wenn  zur  ]>osili\eii  Hiclilimi:  xon.v  oder  ?/  die  eulLreizeM- 
izeselzte  gewählt  wird,  so  wechseln  0.1  oder  07/  und  s'iw. ri/ 
das  Zeichen.  Wenn  zur  j)osiliven  lUchlunt^  von  r  die  enlLici^en- 
uesetzle  gewählt  wird,  so  wechseln  OC  und  cos  z  z'  diis  Zeichen. 


*)    Vergl.  MüiMi-,  Stiilik    §.  f.:!  iiikI  d.-s  \rtl.  KIcni.  d.   Malli.  f.ll■^  Itncli 
§.  6,  U. 
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Wenn  zur  positiven  Riehlunp:  von  z'  die  entgegenfje.sotzte  ge- 
wählt wird,  so  wechseln  s'mxy  und  cos;^:;'  das  Zeichen.  Bei 
jeder  Wahl  erhält  also  OA  .  OB  .  OC  s'mxy  coazz'  dasselbe 
Zeichen. 

In  gleicher  Weise  findet  man 

60BAC=OA.0B.OC  sinyx  cohzz'  . 

Nun  ist  sinyx  =  —  sinx?/,  folglich  OBAC  =  —  OABC, 
u.  s.  w\ 

3.  Der  gonionietrische  Factor,  mit  welchem  das  Prodnct 
der  an  einer  Ecke  des  Tetraeders  liegenden  Kanten  nudtiplicirl 
werden  muss,  damit  man  das  Gfache  Volum  des  Tetraeders 
erhält,  wird  nach  v.  Staüht  (Crelle  J.  24  p.  2ö2)  der  Sinus 
der  Ecke  genannt  und  durch  s'm xyz  bezeichnet,  wenn  die 
Kanten  auf  den  Geraden  x,  y,  z  liegen.  Nun  ist 

sinxy::  =  sin  xy  sin  xy'^z  =  s'mxy  sia  yz  sin  xy^y z  , 

wenn  xy'^z  und  xy^yz  die  mit  der  Ebene  xy  von  der  Geraden 
z  und  von  der  Ebene  yz  gebildeten  Winkel  bedeuten.  In  Folge 
der  Gleichung 

coszx  —  cosxy  cosyz  =  sin  xy  sin  yz  cos  xy'^yz 

findet  man*) 

sin'- xyz  =  s'm'-xy  s'in-yz  —  [cos  z  x  —  cos  x  y  cos  y  z]'' 
=   i  —  cos  '-xy  —  cos  '-yz  —  cos  '■  zx  +  2  cos  xy  cos  yz  cos  zx 


,    .    xy  +  xz  +  yz    .    —xy 

=  4  sin  — ^ ^—  sin — 

2 


yz    .    xy  —  xz 
-^^—  sin  — ^ ;— - 


yz    .    xy  +  xz  —  y: 
-^—  sin— 2 


Nach  §.  3,  17  hat  man  zugleich 


sin 'a;y-    = 


1 

cos  xy 
cos  xz 


cos  xy 
1 

cos  1/3 


COSXZ 

COS  yz 


analog  der  Gleichung 

sin  '-xy  = 


cos  xy 
1 


cos  xy 

4.  Wenn  0  den  Anfang  beliebiger  coordinirler  Axen  be- 
deutet,  wenn  x,  y,  z;  .t,  ,  y^,  z^;  x^,  j/,,  ~-2  '1'^'  Coordinaten 


*)  Euler  Nov.  Conini.  Petrop.  4  p.  HäS. 
Ii;i  1 1  zer,  Ui'iiTiii.    L'.  Aull. 


1^ 
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<lor  ruiiklc    1,  //,  C  IxMioiiton  imd  dio  Gorndcn.  juif  (Icmumi  0/1,  . 
0  li .  (iC  liri;(Mi,    \\it>  diese  Sli(>ckeii  seihst  diiicli  ;  ,  r, .  r^  hc- 
/eicliiu'l  werden,  st»  isl  ;iiieli  dem  Zeiclieii  ii.icli  ") 

r,  (),\  HC  =   rt\r.,  sin  er,  r,    - 
Beweis.    Niieli  .;{)  ist 


sm  .ryz 


»••  »•,   r.   sm  -  rr,  »•.,  = 


ri\  (HS  ;•»•, 
r  r.  ctis  r  r.. 


»•|  r.  cfis  r,  r 


r  >■.  c(is  rn    I 
r,  r..  ("ds  f,  r, 
r.,  ?•.. 


hiiirli  olllii»L;(ili;ilt^  Proji-ei  inli  eri;iel>l  sieh  ;d>er 

r  cos  a;f    =  .9-  +  yco^ry    +  zcoaxz 

r  cos  yr    =  xcosxy    +  y  +   z  cos  yz 

r^-oszr    =  xiosx:    +  yvosyz    +  z 
r  =  X  cos  xr    +  y  cos  yr    +  z  cos  z r 

rr,  cosrr,   =  x^rcnsxr    +  y^rcusyr    +   -,?-cos3r 
=  .Tr,  cos .?•?•,  +  yr,cosyt\   +   ::r,  cosrr, 

u.  .s.  w.    Doiimnelt  eiliiilt  man  duich  Anwendung  von  §.  5,  1 
slalt  der  ol)ii'cn  Üeleiniinante  das  l'roducl 


r  cos.rr  r  cos  lyr  r  cossr 
r,  cosa;r,  r,  cosj/r,  r,  cossr, 
r„  cos  X  r.,      r,  cos  y  r^      r.^  cos  z  r.^ 


X 

y 

X, 

y 

X., 

y- 

\{\m\  ol)en,sn 


r 

cos  X  r 

»• 

cos  X  r, 

r. 

cos  X  r.. 

X 

y        z 

.T, 

y.      «1 

X., 

?/•..        2. 

?•  cos  yr  r  cos  c r 
r,  cos  yr,  r,  (rossr, 
r„  eos  1/r.,       r,  cos  z  n 

1  rosa'?/       cos.rr 

cosxy       ^  cosy: 

cosajs       cosj/z        1 


l>ali(M   ist.  wenn  /;  entweder  1  oder  — I   Itedeulel, 


)•»•,  r,  sin  rr,  r..   =   i- 


',    Laciiangk  snr   los   p\  r.  1 'i     \|iin.  ih'   I  ;i(;iil.  ili-  Hcrliii  1773  p.  1/19) 
MiiN(,i,  I.  (•    Moüic.s  I.  (;. 
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WcMiM  linier  don  Coordinnlen  cKm-  in  Rclraeht  gezogenon^lMinklc 
nur  a',  y.,  r-,  \oii  Null  Ncrscliicdcii  sind,  Nviilu'cnd  die  ühn'ucn 
vorscliwinden ,  so  r.illl  /  inil  .r,  r,  mit//,  ):,  mit  3  ziisjiniincn 
und  von  dor  Doleiniinanle  1)I(mI»1  nur  das  Anfangsglicd  ühjig 
(§.  '2,  7).  Dcnniacli  ist  e  =  I  . 

A  nmcrkunp.  ^'oI•nlüiJ^e  der  Sülze  (1)  und  (i)  kiinncii  die 
(>inliulislen  der  in  §.  3,  11  aul'geslclllcn  Idenlilälen  geonieliiscli 
ij;edeul(>l  werden. 


5.  Wenn  die  Pnnkle  A,  Ji ,  C  in  Uezug  auf  zwei  A\en  der 
Ebene  AliC  dnicli  die  (looi'dinalen  .t,  //;  rr, ,  _?/, ;  .-Tg,  y,  ge- 
hoben sind,  so  ist*) 


sin  xy 


Beweis.  In  Bez.ug  auf  ein  durol»  den  Anfang  A  gelegtes 
System  ^onAxen,  welche  mit  gegel^eneu  Axeu  einerlei  l\ich- 
tung  hal)en,  sind  x^  —  cc,  y^  —  y\  x.^  —  x,  y^  —  y  die  (loor- 
dinat<Mi  von  B  luid  C,  daher  ist  f1] 


i 

X 

y 

2ABC  = 

1 

.r, 

y, 

1 

X., 

y.- 

iABC  = 


X^  —  X 
X.,  —  X 


y,  -  y 
y-j  -  y 


sm  xy  . 


Dui'ch  Anwendung   von   §.'2,  0    und    §.3,  G   eihidl    man    slalt 
(beser  Determinante 


1 

X     —  X 

y  -  y 

1 

X^   —  X 

!/.  -  y 

\ 

X.,  —  X 

y-i  -  y 

X., 


Anmerkung.  Sooft  man  in  dei- Formel  AJiC  zwei  Buch- 
staben permutirt,  so  viehnal  wechselt  die  Dreieckslläche  das 
Zeichen.  In  der  Thal  erleidet  die  Determinante  der  Coordinaten 
durch  Permutation  von  zwei  Zeilen  einen  Zeichenwechsel  (§.  2,  4). 
Durch  Entwickelung  der  Determinante  erhält  man  die  bekannte 
Identität  yl£C=  OBC+  OCÄ  +  OAB  . 

Als  Bedingung  dafür,   dass  yl  auf  der  Geraden  ßC  liegt, 


*)  Diese  hekaniüe  Formel  und  die  ontsprcchendc  des  folg.  Art.  kommt 
in  dieser  Goslalt  bei  Caylky  Cainbr.  iiialli.  J.  2  p.  2GS,  Joachimsthal  Grelle 
.1.  ',0  p.  'äS  11.  A.  vor. 
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§.  1!-., 


(1.  li.  .ils  (lloicliiini;  der  ricr,i(l»'ii  diiicli  //  iiiul    ('  <iL:ifl»l   sicli, 
\s,.il  .1  //r  =  0  . 

1        X        y 

^         .r,       1/,       =    0  . 

1         X..       y.. 

(».  Wenn  die  Piinklc  A,  li,  C,  I)  in  Hcziil;  ;iiif  dici  Avcii 
diiicli  die  Coordin.il.'ii  :r.  //,  c- ;  ;i\,  y, ,  r, ;  ;/-2 .  y.^,  z.^:  :r.^,  i/.^,  z.^ 
i:('U('l)t'n  sind,  so  isl 

<  X  y 
^  x^  !/, 
1  a;._,  y.. 

<  -^3  y^ 


GAB  CD   = 


siii.2t/; 


Beweis.  I.c^l  man  durcli  .1  ein  S\sU'ni  von  Axoii.  welche 
niil  den  i^eychenen  Axen  einerlei  Riehtung  Jial)en,  so  sind  in 
Beziij;  ;nd'  dieselben  c^^—x,l/^ — ij,  z^  —  z  ;  rr,  —  ^,y2~yi 
z^ —  z;  u.  s.  w.  die  Coordinalen  von  B,  C,  Ü,  daher  isl  (4) 


G.'lßCD 


a-,  -  .r  y,  -  y 
.1-..  —  X  y.j  —  y 
X.,  -  X      y,-  y 


sin  xy: 


Dnreh  Tr;insfonnalion  der  üelcrniinante  erhall  nion 


i  ,/■  -  ,;•  y   -  y  z  -  z 

<  x^  —  X  Vi  —  y  ~i  —  2 

4  x.^  —  X  y..  —  y  z..  —  z 

\  x^  -  X  y^  -  y  z.,-z 


\  X  y  z 

1  X,  y,  s, 

1  X.,  y.,  z-i 

<  •'•3  2/,  S3 


Anmerkung.  So  oft  man  Iti  der  Formel  Ali  CD  zwei 
Hnchstalicn  pei'inntii't,  so  vielmal  wechseil  das  Telraeder- 
Vdlnm  zugleich  mil  ^\r\^  dafür  gefundenen  Dclcnniiianli-  das 
Zciihcn. 

l'nler  dci-  hcdingmig  AliC D  =  0  liegt  .1  auf  de)'  lihcne 
IUI),  niilliin  isl  dii'  (iicichung  dci'  lOhene  HCl) 

\         X        y        z 

<  ^^         Vi         2, 

4         X.,       y.,       z., 

*         ^,       2/3       23 
oder  cnl  \\  ickril 


=    0 


§.  i.'i,  7. 
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^'i     Vi 
x^     Vi 


!/. 

«»1 

1 

!/• 

2-.. 

+  y 

1 

!/:, 

^i 

1 

1        X^ 

Vi 

1   ^, 

Vi 

1         .T, 

y,,  1 

=  0 


wovon   die   geoinctrischc  Bedeutung   unniillelbiU'    \v;ilir/.uneli- 
men  ist. 

7.    Die  L;itre   des  Punktes  P  in  Bezug  ;uif  das  Tetraeder 
OAliC  ist  dureh  die  Telraedcrvefhällnisse 

OBCP  :   OCAP  :    OABP  :    OABC    =    w,    :  //,  :  ^,   ■   i 
bestimmt*).    Sind  nämlich  in  Bezug  auf  drei  durch  0  gehende 

Axen  a:,,  J/,,  js, ;  a?,,  ^2,  ^2;  a^s»  ^3'  -3;  ^'  y?  ^  ^^'^  Coordina- 
len  von  A,  B,  C,  P,  so  hat  man  (i) 


X.. 

y 

^z 

y 

X 

V 

=  /«l 


X, 

2/i 

X., 

y-z 

•^•:i 

Vs 

=  f^,v, 


u.  s.  \v.  Wenn  man  diese  Gleichungen  entwickelt  und  die  Coef- 
(icienlen  von  cTj  ,  y, ,  ^i,  •  •  in  der  Determinante  V  durch  ^, , 
/;, ,  C, ,  •  .  bezeichnet,  so  findet  man 

^xX  +  nxy  +  w-  =  i"i^ 
S^a;  +  ;y.,j/  +  'C.,z  =  ^«/.^ 

b^^  +  »Ja!/  +  C3S    =   ^3^^  • 


(1) 


Nun  ist  (§.  3,  3) 

u.  s.  w.  Folglich 

(II) 


rr,  >/,  +  x.,-1].,  +  .T3»73  =   0 

X    =    ."i-l'i    +   Z'.;^.:    +   Z'3^3 

y  =  ,",  i/i  +  ."i?/.!  +  ."3 1/3 

3    =//,;,+  </^3,  +  «3-- 


ZiM-    I5estinunung   des  Verhällnisses  l'AliC  .  OABC  =  f.L 
(Milw  ickele  man 


1 

X 

y 

- 

x^ 

Vi 

\ 

X, 

yi 

-^1 

y-i 

\ 

X.. 

y-z 

^2 

X, 

^3 

\ 

X, 

1/3 

^3 

X,, 

y-2 

2., 

Xj 

y. 

S3 

- 

X 

y 

z 

Xj 

2/3 

''2 

o;, 

yx 

x, 

yx 

2. 

- 

x.. 

y-z 

X 

y 

X 

y 

*)  Lagrange  sur  les  pyr.  28. 


1Sl>  §■'•'>,  7. 

.1.  li.    r.  iiiitl  '0 

i'Ain'  =  o.MiC-  oiicr-  nvAr-  o.iHf, 

Jlll  ^     =     \    -     II,     -    .11:     -    ,", 

Aus  II  imtl  in  lolul,  wt'MM  a,  h,  r,  d  liclicliiuc  (in.  •  n 
sind. 

n  +  b.i  +  i  y  +  dz  =  f.iu  +  //,  '(  4-  ''.'•,  4-  'i/i  +  '/3,^ 
+  f.tja  +  />a;.j  +  '?/._.  +  <'r.^ 
+  </,  «  +  bx^  +  '■//,  +  </-,»  . 

Irn  die  ucoiiioUisclu«  Ucdciilim^  diesci-  (iioicluiiii^  zu  linden, 
.slclk"  Mi;ui  die  l"d)(MU>  Mir,  deren  (ilcitluiiiL:  it  -{- h.i'  -i-  <:  i/'  -i- (I  z' 
=  0  ist.  \\  ird  diese  I'lheni'  \(»n  den  r.ii.i Helen  zu  -  dureli 
/*,  O,  A,  /?,  C  in  y,  0',  .1',  Z;',  6"  geseiinillen  und  ii.il  /''  die 
(lüoriliiiiUen  x,  y,  r-',  so  ist 

a  +  b.i-  +  cy  +  ilz'    =   0 
a  +  bx  +  ry  +  dz   =■  d  J3  —  ;;')    =   d  .  I>'l'  , 

u.  s.  w.    Kolizlieli  ist  ") 

(IV)  I''l>  =  ,«  .  O'O  +  //,  .  A'A  +  fi-,  ■  B'B  +  //,  .  C'C  , 

\\iA)v\  unter  /*',  O',  .!',  /;',  C"  die  OuicIisehniUe  irL:end  einer 
SeliJiJM-  von  Parallelen,  die  man  duicli  /*,  O,  .1,  //,  ('  i;ey.ei;en 
lial .  mit  einer  l>eliel>iuen  El)ene  verslanden  \\erden  können. 
Denuiaeli  eiselieinl  l>  als  Schwerpunkt  der  in  O.  .1,  li,  C  bc- 
lindliehen  Massen  fi ,  //,,  //,,  /"s-  deren  Sunune  =  I  . 

8.  Sind  .1,,  ß,,  C,  die  Milien  \on  Ol,  O/i,  OC,  so  wird 
das  Tetraeder  0.1 //r  ven  den  Klxiien  \J{(\  ^Il^(\  \H(\ 
lialltirl,    und    dei-  Seliw  eipunkl    /'  des  Teliaeders   OAIii'   liei;t 

au!  den  Licuainiten  llalliiiiuiuschcneii.  so  dass 

A,  nci'  =  0  ,      A «,  C  /'  =   u  ,       .1  /;  C,  /'  --^   0  . 

Weil  .1,  die  (lonrdin.ilen  \.r^,  ^  y, ,  },  z^  lial,  so  ist  ((>)  nach  den 
Nori'Jeli  |{e/,eiilunuii:en 


♦)  Feuerbacii  rntcrsiicliuii;^  der  (irciocki.t:eii  l'\  lamido  ji.  .1.  Mdiuis 
bar\c.  Calc.  cap.  i.  Die  (irossoii  ju  ,  fl^,  fi.,,  u^  siiul  die  hiiryeefilrihclieii 
Coordiiiatcn  (courdiiiirlen  Cncflicionlcii)  des  l'unklcs  l'  in  Hezug  auf  die 
Fundamcntaipyramide  OADC  bei  Muhius  und  FttiauiACH. 


§.  15,  9. 
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u.  s.  \v.   Folglich 


Hieraus  (indct  man 

f'i  -  ."■.•  =  0  . 

foklicli  /ii  =  {   uiul 

j-,  +  X.,  +  j;^ 


1        l.r. 

•5  ?/, 

<              X, 

y-^ 

1              Xj 

Vs 

1              X 

y 

2^,  + 

^,  + 

^.  + 

2.a,  + 

=    0 


;"3    =    1 


tu.    —    I   . 


.".   -  ."j    =    0  .         i"i    =  ,"..  =  (t'j  =   i  , 


y  = 


y-z  +  y.i 


-.  +  s,  + 


d.  Ii.  (loiSchworpunkt  des  Tetraeders  ist  die  Spitze  von  i  glei- 
chen Tetraedern,  deren  Basen  die  Fliiclien  des  Tetraeders  sind, 
und  der  Schunpunkl  von  I  gleichen  Massen,  welche  in  den 
Ecken  des  Tetraeders  ihre  Sciiwerpunkte  haben*). 

9.  Wenn  die  Gleichungen  der  Seiten  eines  Dreiecks  in 
Bezug  auf  ein  System  Non  zwei  Axen  gegeben  sind,  so  findet 
n)an  die  Fläche  des  Dreiecks  auf  folgende  Weise**).  Die'Coor- 
dinalen  der  Seilen  seien  a  :  b  :  c ,  o,  :  ö,  :  c, ,  a.,  :  h^  :  c.^ , 
d.  ii.  für  jinlen  Punkt  der  ersten  Seite,  dessen  Goordinaten 
a;',  y'  sind,  hat  man  a  ■+■  bx'  +  cy'  =  0  u.  s.  w .  Die  Coordi- 
nalen  der  Eckpunkte  x,  y;  x^.  ?/, ;  x^,  y-,  nebst  3  ilülfsgrössen 
Pi  y'i '  V-i  ^''^''  t'urch  die  Gleichungen 

a  +  b  X.,  +  c  y.^  =  0 
«,  +  ^,  a\  +  (\y..  =  0 
(/._,   f-  b..x.,  +  f.,y.^  —  y.. 

bestimmt,  weUhe  austlrücken,  dass  iler  Punkt  (.r,  y)  auf  der 
zweiten  und  dritten,  aber  nicht  auf  der  ersten  Geraden  liegt, 
u.  s.  w.  Nach  §•  5,  1  ist 


6  .c  +  c 

V  =  P 

(i   +  b  .l■^  +  c  y, 

=  0 

l\  X  +  ( 

i2/  =  0 

</,  +  b,.v,  +  v,y, 

=  P 

b.^x  +  i 

,ij  -  0 

a.,  +  b.x^  4-  c.y^ 

=  0 

*)  Lagra.nge  sur  ies  pyr.  31  —  33. 
**)  JoAcniMSTUAL  Cpcllc  J.  40  p.  23.    Zu  deinsollion  Resiiilat  und  dem 
entspreclicnden  des  folg.  Art.  war  auf  einem  audcrn  Wege  Mikding  Grelle 
J.  5  p.  397  gelangt. 


IS', 


^.  \:\,  «.». 


V 

0 

0 

0 

;', 

0 

0 

ü 

;• 

Ans  den  :{  ersten  (iicichiniuen  folgt  (§.  8,  3.  §.  3,  Ji) 


a  — ;»     l> 
a..         b.. 


=    0 


_  0 


II  -  pc.    =    0  , 

wenn  die  Itelerniin.nile  dvv  l.inienc()(ii(lin;il<Mi  dureli  li  inid  dei" 
Coeflicienl  i\i's  Idernenis  (i  in  /•  dnieli  a  Ite/.eiclinel  wirtl. 
AniddL;  liiil  in;ni 

/{  -  ;»,  f(,    =    0  ,  /{  -  ]).,  (■:.,    =    0  . 

I)id)cr  ist  (§.  2,  7) 


V       0 

0         /), 
0         u 


Vi  I 


/{■■  sin  ly 


milliin    •'))  dio  izesnelile  donix^lle  Dreiccksfläelie  = 

N;i(lidein  ni.in  ;iuf  bekannte  Weise  die  Höhen  des  Drei- 
ecks, d.  1).  die  Abstände  der  Punkte  (.x,  y) ,  (x, ,  ?/,!,  [x^.  y^ 
von  der  ersten,  zweiten,  drillen  (leniden  l)erechnel  hat,  findet 
ni;u)  die  Seiten  des  Dreiecks,  Nvenn  man  die  gefundene  dnppelle 
Dreieeksniielie  (hn'ch  die  Höhen  dividirt. 

WeiHi  die  I)et(M-ininante  der  I.inieneoordinalen  verschwin- 
det, ohne  chiss  die  l'denieiUe  einer  Zeile  /n  ein;uider  (h'r  Ueihe 
nach  sich  verhalten,  wit-  {b(>  l'>leniente  einer  andein  Zeile,  so 
gehen  die  ''\  Geraden  durch  einen  endlich  fernen  Tnnkl. 

10.  Wenn  die  Gleichungen  der  Flächen  eines  Tetraeders 
in  He/.ug  auf  ein  System  von  3  Axen  gegeben  sind,  so  w  ird  das 
Ndliiin  des  Tetraeders  auf  diesell)e  Wei.se  gefunden,  wie  die 
Hreiecksllächc  aus  den  Seilen*;.  Die  Coordinaten  der  Flächen 
seien  a  :  h  :  c  :  d,  a,  :  /<,  :  (■^  :  r/,  .  a^  :  b^  :  Cj  '■  (^z^  ('3  '■  ^h  '  ^:«  •  ''.■}? 
d.  Ii.  fin-  jeden  I'niikl  /•'.  ?/',  z' j  der  ersten  Fläclie  li;il  niim 
a  +  bx'  -h  cy'  -\-  dz'  =  0  n.  s.  w  .    Die  Coorcb'nalen  dei-  llck- 


*)    JOACIIIMSTIIAL  1.  c. 


§.  15,  10. 


\h: 


piiiikle  .T-,  ij,  :■:  ;r, ,  .//, ,  z^■.  .r., ,  i/.. ,  z.^:  j-^,  //.j ,  z..  iicl.sl  den 
lliilfsLiriisscMi  /),  j>^.  ]>2,  p^  sind  (iiiicli  i  Syslemo  \on  je  i  (llci- 

rt,  +  ^,  a;  +  r,  )/  +  f/,  -  =  0 
a.j  +  b.^x  +  c^y  +  d.,z  =  0 
a,  +  63.13  +  Cji/  +  (Lz  =  0 

u.  s.  ^^ .  I)i-stimiiit,  \vclchc  ausdrücken,  dass  der  l'iinkl  (./■,?/,  :;) 
auf  der  zwcilen,  drillen,  vierlen,  al)er  niehl  auf  der  ersten 
Ebene  lieyl,  u.  s.  w.    Nach  §.  5,  1  isl 

a  b  c  d 

rt,  6,  c,  rf, 

fl._,  ü..  c,  d., 

«3  ^3  f^  rfj 

Aus  dem  ersten  Svslem  von  4  Gleichunsen  folizt 


=  0,      fi  —  p«  =  0, 


wenn  /{  die  Determinante   der  Flächencoordinalen  und   u  der 
Coefficient  ist,  welchen  a  in  /{  liat.  Analog  isl 

/;  —  p,  f<j  =  0  ,      R  —  j).,  «.^  =  0  ,      R  —  Pj  «3  =  0 , 
foJuiich 


p 

0 

0 

0 

0 

Pl 

0 

0 

0 

0 

ps 

0 

0 

0 

0 

Ps 

1 

X 

2/ 

z 

1 

^I 

Vi 

2| 

1 

a;. 

y-2 

Z, 

1 

^3 

Vi 

*3 

«— P 

6 

c 

rf 

«. 

^ 

t'i 

d. 

«2 

6, 

c. 

rf„ 

a. 

t. 

f\ 

rf3 

1 

X 

2/ 

- 

P-. 

P3 

= 

11  u 

R* 

«3' 

1 

1 

Vi 

y-2 

•"1 

= 

ü^ 

«« 

,«, 

«3 

1 

X3 

2/3 

23 

/i    sin  T" ')/  " 

und   das    eesuclile    (ifache   Telraedervohnn    fO     =  ^—  . 

'  '  «ff, «„«3 

Hieraus  hissen  sich   mit  llidfe  der  Höhen  des  Tetraeders  seine 
Flächen  berechnen. 

AVenn  die  Determinante  der  Fiächencoordinalen  verschwin- 
det, ohne  dass  7,\n ei  Zeilen  proportionale  Eiemenle  enthalten, 
so  gehen  die  4  Ebenen  durch  einen  endlich  fernen  Funkt. 


S«) 


§.  IH,  1 


§.  IG.   rruflik'tc  von  hroiecksllilchoii  iiixl  TcdaiMlcrvolmiien. 

I.  Wcmi  .7-,  //,  ?•,  /•,  bcliol)iizo  Ri<'lUiiiii:LMi  ciiicr  MIhmio  .sind 
lind  \\  i«'  iicwohnlic'h  Winkol  von  oiiuMlei  Zcii-luMi  clurcli  Dre- 
hungen von  oinoiU'i  Sinn  hosiln'iobon  werden,  so  isl 


siii  r  j/  sin  rr,    = 


cosxr 

cos  xr, 


cos  y  r 

cos  1/  r,   1 


Beweis.  Ohne  die  Winkel  zu  verändern,  k;inn  nian  die 
izeiiebenen  HiclUuniien  durcli  einen  Punkt  0  Iei:en.  Selineidel 
m;in  auf  den  Riehlunsien  /•,  r,  die  Slrceken  OA  =  /•,  O  fi  =  ?', 
;d>  und  sind  a-,  y;  a*,,  y,  die  Coordinaten  dei-  l'unkle  .i,  /?  in 
Bezuy  aul' tue  Axen  x,  y ,  so  ist  (§.  15,  I) 

1 


r  t\  sin  j;  1/  sin  rr,   = 


X, 


cos  .rj/ 


cos  vy 
1 


r  cos  .7  r        r  ros  j/r 
r,  cos  JT,       r,  cos  yr, 

wor.His  nach  l)i\ision  dincii  r)\  die  I1ehaii|>lunt;  foli;t. 

2.  Wenn  die  Dreieeke  -1-^,>^2  "'^''  lili^li.,  auf  einer  Khene 
liegen,  und  das  Produel  tier  Strecken  -1-1/,  Hfik  niil  dein  Co- 
sinus des  Winkels  ihrer  (Geraden  (Uiiili  Cjj.  l»e/eichnet  wiril, 
so  ist 


4  A .1,  A..  .  BB^B.  =   \ 

1 

Beweis.     Sci/t    in.in    A\^  =  .i 
li  li„  =.  r,  ,    SU  ci  hall   iiiaii     I 


f..   I 

I  . 

C;-:    1 
.1.1,    =     ,/ 


HU.   =   r 


'i  A  A^  A.,  .  B  Ö,  /f,   =   jy  r  i\  sin  xy  sin  »r, 
X  r  cos  X  r        y  r  cos  y  r    1 
icr,  cosj^r,       yr,  cosj/r,   | 

Trii  das  Product  c-j.  zu  bcrcciuien,  l)cstiinrne  man  \villkür- 
lich  die  |)osili\en  llielilungen  der  (Geraden,  auf  denen  AAi  und 
D li^  liegen,  und  detngeniäss  die  Wcrlhe  und  Zeichen  der 
Strecken  und  des  Cosiiuis.  Wenn  als  positive  Richtung  einer 
(leraden  tlic  entgegengesetzte  angenommen  wird,  so  weclisein 
eine  Strecke  und  der  Cosinus  das  Zeielien.  Also  erhUll  bei  jeder 
Walil  das  Product  r,/^  dasselbe  Zeichen. 


§.   1(5,   I. 


IS7 


;{.    WCiiii  die  IJm'iicii  (|(M'  iMcicckc  .l.l,.U  "ikI  liliji.,  ticii 
\\  iiikcl  ff  ImMcii,  S(j  ist  ii.tcli  der  .iiiLiciKimiiiciifii  IW'/ciclmiiiiij; 


h  AA^A.,  .  HU,  ß,  COS'/    = 


Beweis.  Ist  .V.V,  A.,  die  ()i-llio|^<»n;dc  ProjcM-lion  von  ^{Ji^Il^ 
auf  tlio  ElxMic  .1^1, /lg?  so  liisst  sicli  der  vori|zc  Lehrsalz  aiil' 
das  Pi'odiul  iJylj.lg  •  ■'^'^^V'^o  ;'ll^^('l•d(•n.  Dalu'i  ist  einorseils 
A'iVj.Yg  =  -////,  li.,  .  cos  q),  und  andrerseits  hat  man,  indem  man 
die  Geraden,  aul  welchen  die  Strecken  AA^,  BB^,  NN^  liegen, 
durch  o,  b,  n  J)ezeicluiet, 

AAi  .  NN,  cos  an   =   AA,  .  DB,  cos  ab 

u.  s.  w.,   weil  die  ortliogonahMi  Projeclionen  von  NNi  und  li/i^ 
auf  die  Gerade  a  von  einander  nicht  verschieden  sind. 

Das  Product  i  AA^A2  .  B B^B^cos  <p  ist  eben  so  wenig 
zweideutig,  als  die  dafür  gefundene  Determinante.  Nach  l)e- 
liel)iger  Annahme  des  positiven  Sinnes  in  jeder  von  beiden 
Ebenen,  d.  h.  des  Sinnes  der  Drehungen,  duich  welche  posi- 
tive Winkel  und  Flächen  beschrieben  werden,  hat  man  die 
Zeichen  der  Dreiecke  /l.lj/lj  und  BB^B^  zu  bestinnnen  und 
dann  unter  ip  den  Winkel  (oder  den  entgegengesetzten)  zu  ver- 
stehen, weh'hen  die  eine  Ebene  l)eschreil)en  muss,  damit  posi- 
ti\e  Dreiecke  beider  iü)enen  einerlei  Sinn(\s  werden.  Weiui 
man  den  positiven  Sinn  einer  Ebene  ändert,  so  erleiden  zwei 
Factoren  des  obigen  Products  Zeichenwechsel,  nämlich  ein 
Dreieck  und  cos^,  weil  (p  sich  um  180*^  ändert:  also  bleibt 
das  l'roduct  unveräntlert. 

4.     Wenn   x,  y,  /•,  r,    beliebige  Richtungen  des  Raumes 

sind,  so  ist  *) 

i  Cüsa;r        cos  yr 

cosxr,       Losyr, 


sm  xy  sin  rr,  cos  xy  rr^   = 


Beweis.  Legt  man  die  gegebenen  Richtungen  diuvh  einen 
Pimkl  o  und  schneidet  auf  ihnen  die  Strecken  OC  =  x.  ()D  =  ij, 
OJ:  =  r.  OF=r^  ab,  so  erhält  man  (3) 


*)  Dieser  Satz,  wciclier  die  voiigeu  von  v.  Staidt  gefuiideneii  Salze 
in  sich  schliessl,  ist  zuerst  von  Gauss  disqu.  gen.  circa  siiperf.  3,  VI  auf- 
gesleiU,  dann  von  v.  Staidt  Grelle  .1.  24  p.  252,  zuletzt  vonCAucHv  Exerc. 
d'Anal.  4  p.  41  reproducirt  worden. 


ISS 


§.  ir..  i. 


,i- 1/ rr,  Mii  .»1/ sin  rr,  los  .'•«/  »r,    = 


.»■>•  cos.rr 

,(■  r,  cos  .»•  r, 


yr   eis  t/r 
Vi  '"""^  «/»', 


wdiMiis  iiiuli  Wrul.issmii;  dvv  l'arloicn  ./•///;•,   dii;  HcliaiipluiiL; 

A  II III  fik  iiMu.  rill  die  (iiiIlii:ktMl  (IosscIImmi  Salzes  fiii- 
i  Ixdicliii;«'  lüioiieii  iiiuli/.ii\\«MS(MJ  '  ,  lial  man  (k'ii  LicfimdiMU'ii 
Satz  auf  dio  posilison  Normalen  ilerselhen  anzuwenden ,  oder 
was  dasselbe  ist,  auf  die  Polarligur  des  voiliiii  eiw  iilmleii  Vier- 
eeks  CDEF ,  wenn  das  lelzlerc  als  auf  einer  um  das  (lenliiim 
0  besehrielienen  Kuiiel  lieizend  vori::eslelIl  wird.  Diese  Ku|iel 
wird  \iin  dem  in  w  illküiiicli  l)es(inimlcr  liichlunL:  iiennminciien 
Durehselmill  der  l-.lienen  in  einem  l'unkU",  \on  jeder  Mhene  in 
einem  llauplkreise  von  willkiirlieli  hesliinnitem  Sinne  gcsclinil- 
len,  ohne  dass  das  Produet.  dessen  Werth  durch  die  Delermi- 
naiUc  angegeben  wird,  einer  Zweideutigkeit  ausgesetzt  ist. 

5.  Wenn  man  i  Gerade  des  Raumes  durch  a,  /;,  r,  (/, 
und  (he  El)enen  ad,  bd,  cd,  bc,  ca,  ab  der  Reihe  nach  durch 
et,  ^i ,  y,  ciii  ßi^  Yi  bezeichnet,  so  folgt  aus  den  Gleichungen  (i 

sin  a^  sin  rrf  cos  j';'i  =  cos  or  cos  6rf  —  cos  6c  cos  «r/ 
sin  6r  sin  rtrf  cos  «f?,  =  cos  6«  cos  crf  —  cos  f  a  cos  6rf 
sin  rrt  sin  6rf  cos  ,^,-?,    =  cos  cii  cos  o  ri  —  cos  rt  6  cos  c(/ 

durch  Addition 
I      sin  r(6  sin  cd  cos  y;',  +  sin /;c  sin  fld  cos  ««,  +  sin  crt  sin  6rf  cos  ,•?,"?,   =   0 

weil  cos6a  =  cosf/i  u.  s.  w.  Man  bestimmt  willkürlich  den 
positiven  Sinn  jeder  Kbene  u.  s.  w.  Dieselbe  Gleichung  gilt  für 
i  Kbcnen  a,  b,  c,  d,  indem  man  die  Geraden  ad,.,  durch 
a,  .  .  bez(Mchnet  *') .  bi  diesem  Falle  bestimmt  man  willkiulich 
die  positiven  Richtungen  der  Geraden,  und  demgemiiss  durch 
Drehungen  von  einerlei  Sinn  die  l'liiclienw  inkel ,  deren  Kanten 
die  Geraden  sind. 

Kbenso  gilt  für  5  riinkle  .1,  li,  C,  />  die  (ileichung  '  ' '  j 

II        AB  .  CDcofiyy,  +  BC  .  Al)^^l)S«((^  +  CA  .  BDcoiifl,^^    =   0, 

♦)  Einen  unal\  tischen  Ücwois  diesem   [)ularcii  Zusatzes  lial  .Ihaciii.ms- 
THAL  I.  c.  p.  4  4  geflohen. 

*♦)    JOACIIIMSTIIAL  I.  C. 

***)  Car.not  md'iii.  sur  la  relalion  (jui  cxistc  etc.  27. 
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wenn  AD,  BD,  CD,  BC,  CA,  AB  Strecken  der  Geraden  a,  ß,  y, 
"p  i^v  Yi  l^t'deulen.   ^fjin  lial  niimlicli  durch  Projeclioii 

ABcosy}\  =  A  D  cos  «y  +  DB  cnaßy 
B  C  cos  ll('.^  =  BD  cos  ,i «  +  D  C  cos  y a 
CA  Ci><.ß |i^    =    CD  cosyß  +  DA  QO^uß  . 

Iiidcin  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  CD,  AD,  HD 
multipiiciit  und  suunnirt,  erhält  man  die  angegehene  Helalion, 
wlW  AI)  =  —  DA. 

Man  bezeichne  die  Ebenen,  auf  welchen  die  Flächen  des 
Tetraeders  ABC,  ACD,  CBD,  BAD  liegen,  der  Reihe  nach 
durch  d,  h,  a,  c,  und  dahör  die  Geraden,  aul"  denen  die  Kanten 
AH,  BC,  .  .  liegen,  durch  cd,  ad,  .  .  .  Dann  ist  auch  dem  Zei- 
chen nach  (3) 

G  AB  CD  .  CA  =  AB  .  AC  .  CA  .  AD  sin  cd'^bd  sin  bctbc  ^\ndb 
=   i  ABC  .  ACD  sin  bd  , 

G  BADC  .  BD  =   BA  .  B D  .  B D  .  B C  sin  cd\-a  siuca  ad  sinca 
=   ^  BAD  .  BDCsinca  . 

Nun  ist  BADC  =  ABCD,  BDC=CBD,  also  erliäll  man 
durch  Mulliplication,  wenn  man  das  Producl  dei"  Flächen  <h'S 
Tetraeders  durch  P  bezeichnet, 

9  ABCD-  .  CA  .  BD  =  i  P  sin  ca  sinbd  , 


und  daher  ') 


sin  ca  sin  6d 


CA  .  BD 


sin  ab  sin  cd 
AB  .  CD 


sin  bc  sin  ad 
BC  .  AD 


Hieraus  erhellt,  wie  von  den  Gleichungen  (I)  und  (11)  eine  aus 
der  andern  abgeleitet  werden  kann. 

6.  Wenn  x,  y,  z-,  r,  /•, ,  r,  beliebige  Richtungen  im  Räume 
sind,  so  ist  **) 

cosicr        cosi/r        cossr 

sin  xyz  sin  r)\r..  =      cos  xr^       cosyr^       cossr, 

cos  xr.^       cos  y  r„       cos  ;;  r.^ 


*)  Bretschnf.idf.r  Geometrie  §.  677. 
**)  V.  Stai  DT  I.  c.  Der  lu'sondern  Fall,  in  welchem  (l;»s  .System  .r,  y,  z 
orlliogonal,  also  sin  xy-  =  ±  1  ist,  liommt  fr  uiier  J)oi  Gaiss  I.  c.  vor. 


1WII 


§.  IG,  (i. 


Beweis.  I.oul  iii;m  dlo  i:<'L;«'l>tMU'ii  liiclilimui'n  «liii-cli  rinon 
l'iinkl  O  und  stIiiH'idcl  .1111"  (Irnsclltfii  di«'  SlrcckiMt  OA  =  i\ 
(tu  =  r, .  or  =  i:,  ;di  und  sind  :i\  //,  r  :  ./•,  ,  //,  .  z^ :  .r^.  //^ ,  z^ 
d\o  Coordinalcn  clor  Punkle  .1,  //.  C  in  Hc/.iii;  nid  die  Avcn 
.r,  »/.  ;.  so  isl  (§.  15,   l) 


r  r,  r.  sin  .r  y  s  sin  ;•  r,  r..   = 


i  c'os.fi/       ciis.r: 

cos.Jj/       1  cnsy: 

ros  .Jv       cos  1/  z        4 


r   cKS.rr  r  cos  i/ r        r  rossr 

r,  cos  .ri\  r,  cos  j/  r,       r,  cos  3  r, 

r.,  cos  .T  >\  n,  cos  y  r.,       r..  cos  3  r., 

woraus  diirdi  Wi'i;Ias>iin,L:  dci' l'aclurcii   /?•, /'o  «lif  l{('liau|tliiiii: 
foli:l. 

7.    Wenn  c,^.  das  oben   (2)   ange.üebeno  Streikenpiddiul 
bedeutet,  so  ist*) 


23  '  33 


SGAA^A.A,  .  ßßJi.R,   = 

Beweis.   Setzt  man 

AA,   =    1  ,       AA.^  =  y  >  AA^  =  z  , 

BB,    =  r  ,        B  B.,   =  r,  ,  U  ß,   =  r.,  , 

so  erliiilt  man  (0) 

3C,AA,A..A:i  .  BB^B.B^   =  xy  z  r  r,  r.,  s\\i  xy  z  s\n  ri\r.. 

xr  cos  .rr        yr  cosyr  zr  cos  r  >• 

xr,  COS. rr,       t/r,  cosj/r,  sr,  cos;:r, 

X  r..  cos  ./  r..       y  r.,  cos  y  r.,  z  r.^  cos  z  r. 


8.   I>if  Doforminanten 


cosxr       cos  yr 
cosrr,       cos?/)-, 


cosxr  cos  yr  cossr 
cos  a;r,  cos  yr,  cossr, 
cos  a;  r.i      cos  y  r.^       cos  z  r„ 


haben  zufolge  der  in   (1,   4.  (\]   dafdr  uefundenen  WCrtlie  die 
l>emerkens\verlhe  Eiiienscliaft ,   dass  sie  nnverändcil   bleiben, 


*;  V.  Staiut  I.  c.  In  dein  Falle,  dass  das  zweite  Telrneder  vom  ersicn 
nicht  verschieden  ,  also  c,x  = 'jj.,  isl,  erliall  man  die  i"orniel  I.agiian»;k's 
(sur  los  p\r.  15)  und  Lkcenure  s  fRüem.  de  ;_'eoiii.  Note  \',  7;. 
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wenn  die  gegenseitige  I-age  einerseits  der  Winkel  .-ry,  rr\, 
andererseits  der  Ranni\Ainkel  cryz,  rr^r^  bolieltig  verändert 
wird,  so  lange  im  ersten  Falle  auch  der  Flächcnwinkel  xy  ri\ 
seine  Grösse  behiUt*). 

9.  Mit  HiilCc  der  Gleichung  (0)  lässt  sich  der  Abstand  von 
zwei  Geraden  im  Räume,  deren  Lage  in  Bey.ug  auf  ein  belie- 
biges System  rr,  y,  z  gegeben  ist,  l)erechnen.  Sind  rr, ,  ?/, ,  s, : 
.Tg,  ?/,,  ^2  fl'c  Coordinaten  der  Punkte  /l,  Zf,  welche  auf  den 
Geraden  r, ,  Vo  liegen :  sind  die  Richtungen  der  Geraden  durch 
ihre  Winkel  mit  den  Axen  gegeben,  so  dass  der  Winkel  i^r^ 
berechnet  werden  kann  ;  ist  r  die  Strecke  AB ,  deren  Coordi- 
naten Xg  — £Cj,  yz  —  yt^  ~o  —  ^i  sind,  und  d  der  gesuchte  Ab- 
stand der  Geraden  r^^r^:  zieht  man  endlich  yl  C  =  t  in  der 
Richtung  r^  und  A  A'  =  1  auf  der  Geraden  r, ,  so  ist 

GAA'CB  =  ri  sin  r,  r,   =   rsiiirr,  r,  , 
folglich 

d  sin  xyz  sin  r,  r.^   — 


r  cos  X  T 

r  cos  yr 

r  cos  zr 

cos  X1\ 

cos  yi\ 

cos  sj-. 

cos  X  r.. 

cos  y  r.. 

cos  s»\. 

worm 

r  cos  ,Tr  =  [x.^  —  a;,)  +  (y.  —  ^,)  cos  icy  +  (s,_,  —  z,)  cos  .rs 

r  cos  yr  =  {x.,  —  rr,)  cos  a-y  +  (y...  —  i/i?  +  (Z2  —  ^1)  Cf'S  y  " 

r  cos  3?-  =  (.r._,  —  .T,)  cos  ics  +  {y..  —  y^]  cos  yz  +  (z.,  —  s,)  . 

Die  Entwickelung  giebt**) 

d  siaxyz  sin  r,  r.  =        [«  +  ß  cos  a; y  +  y  cos  ajz)  (a;.^  —  x^) 

+  [k  cos  xy  +  ß  +  y  cos  yz)  ly.,  —  y^] 

+  («  cos  a;s  +  ß  cos  j/z  +  5'  ;  'z.,  —  z^) 

wenn  zur  Al>küi"zung 

I  cos  1/r,   cos  sr, 


cos  y  r.,      cos  3  n 


ß  = 


cos  zr, 
cos  z  ?•., 


cos  a;  r, 
cos  X  r., 


cos  a;r, 
cos  X  i\ 


cos  y  r, 
cos  y  r.. 


gesetzt  wird. 


*)  Caicrt  E\crc.  d'anal.  4  p.m. 
**)  Cauchy  lerons  sur  les  appl.  du  oalc.  inf   Prt-lim    (109) 


i\ii 


§.IC),   10. 


10.    Kür  3  Hiililiiiiiiori  einer  l'.lu'iie  «  ,  h ,  c  hiil  iii.in 

I   ()  sin  "'  J II  li       sin  -■  '  nc 

(sin  (1^  +  sin /m- +  sin  CH  ■   =   8  |  am"  iah  0                    sin-;^<- 

I  sin  '•  i  «c  sin  "^bc      0 

uiiil  IVir  l  HitliliiiiLien  tics  Hiiiimcs    oder  l'.lttMien    a,  h.  (\  d 
(sina6(/  +  siii//C(/  4-  sint«/«/  —  Wxnabc- 
0  sin  -'  J  u  b       sin  - 1  n  v       sin  -  i  « rf 


=  -  16 


sin  '■  \nb       0  sin  -  J  i; c        sin  "  |  6 rf 

sin'-iar       sin -^  6c        0  sin-ic(/ 

sin  ■-' J  <m/       ^\n"\bd       sin  'J  cd       0 


welche  D('lonninaiil(Mi    nadi  §.3,   IT  riilw  ickelt  wcrdtMi  kön- 
nen ■ ! . 

Beweis.    IndcMn  man  zwei  Axon  .r.  /y  zu  lliiire  uimiul.  liei 
welchen  sin  .T/y  =  1   ist.  erhält  man  (I) 

cosj'6      cos  1/6 

cosa;c      cos  yc 


sin  bc  = 
u.  s.  w.,   foklieh    §.  :i,  2) 

sin  «6  +  sin  bc  +  sin  c«   = 


t  cos  X  a  cos  y  a 
1  cosj-6  cos  yb 
1        C0S.2-C        cosj/c 


—  (sin  ab  +  sin  6c  +  sin  ca  - 


1  cosa;«  cos  ya 
1  cos  a;  6  cos  y  b 
1       cosxc       cosyc 


—  1      cosa;«      cosj/a 

—  1      cos  «6       cos  yb 

—  1       cos'c       rosi/c 


Be/eichnot    man   diosos   Producl   (hn'ch   —  i /' 1 1  ^'22  ^'33  j    ^^   ^^^ 

(§•  -'i,  -i] 

/i,,    =  —    1   +  oos'-.-rrt  +  ci)S-ya   =   0 

/i,..  =  —    1  +  cos  xa  cos  x6  +  cos  t/fl  (US  1/6 

=  —   4  +  cos  rt  6  =  —   i  sin  '^  J  «  6 

U.S.W.    Nach  Division  vun -2"  ± //,, //.^^//gj  (hucli   (  —  2j^  erhall 
man  die  erste  aniiecebene  Gleicliuni:. 


♦)  Der  plan-lrisonomclriscIicSalz  ist  in  den  [.ciirbiicliein  anzutrcflel». 
Der  entsprocliemle  polyodroniclrisclie  ."salz  isl  von  Joachimsthal  I.  c.  (47; 
ohne  {genauere  An>;ai)i.'  der  Zeit  iicii  auLcslellt  und  Lew  ioscii  worden. 
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Indem  mnn  ferner  drei  Axen  x,  y,  z  gebrauclil,  bei  wel- 
chen sinxyz  =  I  ist,  erhält  mnn  (6) 

I  co.sa;a       cosj/a       vos  za  I 
sin  a 6c   =      cosxb       cos  yb       cos  zb 
I  cosxc       cosj/c       cos  sc  j 
u.  s.  w. ,   folglich 

sin  ubd  +  sin  bcd  +  sin  rad  —  sin  nbc 

1       cosxa      cos  ya      cos  za 

1      cosa;6       cos  yb       cos  zb 

1      cos  a;c       cosyc       cosjsc 

1       cosa;d       cos  yd      cos  zd 

und  duich  ein  dem  vorigen  analoges  Verfahren 


—    sin  a/yd  +  s\nbcd  +  sinc«(/  —  sin  abc'-  = 


hn 

h,. 

/'u 

/'u 

h-n 

h.,., 

h,. 

h,. 

^>.^ 

/'3. 

/'33 

h^. 

hu 

/.,, 

^3 

A» 

/j,i    =  —    1  +  cos^a;a  +  cos-j/a  4-  cos-sa  =   0 

A,.^   =  —   1   +  cos  a;a  cosxb  +  cos  yn  cos  yb  +  cos  za  cos  zb 

=  —    1   +  cos  (ib   =  —    -2  sin  ^  i  ab 

u.  .s.  w.   Wenn  man  diese  Determinante  durch  ( — 2]*  dividiit, 
so  erhält  man  die  zweite  angegebene  Gleichung. 

11.  Wenn  man  duich  a,  b,  c  die  Geraden  bezeichnet,  auf 
denen  die  Radien  OA,  OB^  OC  eines  Kreises  liegen,  durch  r 
die  Länge  eines  Radius  und  durch  f,  g,  h  die  Quadrate  der  Sei- 
len BC,  CA,  AB  des  eingeschriebenen  Dreiecks  ABC:  wenn 
mau  beide  Seiten  der  ersten  in  (10;  aufgestellten  goniometri- 
schen  Gleichungen  mit  Sr^  multiplicirt  und  bemerkt,  dass 

r- sin  ab  =   2  0  AB,  ir'-  sin'- ^  ab  =  h  , 

u.  s.  w.,  SO  erhält  man  die  altbekannte  Gleichung 


[itr  .  ABCf  =  i 


0 


Wenn  man  durch  a,  b,  c,  d  die  Geraden  bezeichnet,   auf 
denen  die  Radien  0.1,  OB,  OC,  OD  einer  Kugel  liegen,  durch  7- 

Bai  tzer,  Deleriii.    2.  Aull.  13 
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du»  Läniie  eines  lUuliiis.  dureh  /',  7.  //  die  Quadrnle  der  K;iMleii 
BC,  r.l.  .l/y,  diir.li  /',  </.  h'  die  Uu.idiMle  der  izeiieiiüherlie- 
c;enden  K.inlen  AlK  /^/^  CD  des  jener  Kiii:el  eiiiL:es(liiiel)enen 
Tetraeders  AliCD:  wenn  man  hi'iile  Seilen  der  zweiten  in 
(10  aufuestellten  tileieluuig  mit  I  G/'^  inulliplieirl  nnd  erwiiizt. 
dass 

r'  sinrt/>d   =   6  UARD  . 


4  r"  sin  " ^  ab   =  h  , 


u.  s.  w.,   so  erluill  man 


0 

h 

u 

r 

h 

0 

f 

9' 

9 

/■ 

0 

h' 

r 

9' 

h' 

0 

i\r  .  ABCD-  =  - 


zur  Berechnung  des  Radius  der  dem  Tetraeder  umgeseliriehe- 
nen  Kuael  aus  den  Kanten  und  dem  Volum"). 


12.  Das  öfter  gebrauchte  Producl  von  zwei  Strecken  mit 
dem  Cosinus  des  von  ihren  Geraden  gebihleten  Winkels  lässl 
sich  durch  Quachale  der  die  Endpunkte  der  Strecken  verbin- 
denden Geraden  ausdrücken,  wodurch  die  Produde  v(mi  PoI\- 
gonen  und  Polyedern  bemerkenswerthe  Formen  erhalten. 

Nach  den  in  (ö,  II)  festgesetzten  Bezeichnungen  ist 

i  AB  .  CD  cos;;-,    =    iAD.CD  cos  uy  -  -2  BD  .  CD  co^/iy 

Nun  hat  man  allgemein 

%AD.  CD  cos  «y  =   A  /J-  +  CD"  -  A  C" 

i  BD  .  CD  cos,:?;-  =   BD'  +  CD-  -  fl  C '■  , 
fulglich'-; 

i  AB  .  CD  cos  j'j',   =   .1  D'  -  B  /;-■  -    A  C"  -  B  C")  . 

13.  Bezeichnet  man  durch  t/,j.  das  Ouadral  der  Strecke 
y1,ßjtj  •''f  '■"'t  fiir  /.\\q\  Dreiecke,  deren  Ki)enen  den  \\  inkel  (f 
Itilden. 


•)  In  diese  Form  isl  die  \nn  Jungiis  (Bioiiraphic  von  Ciuhrauer  1830 
p.  297)  und  neuerlich  von  Carnot  (Mem.  sur  la  rolation  .  .  12)  gefundene 
Relation  durch  Joachiusthal  1.  c.  (27)  gebracht  worden.  Eine  gcornelrisclie 
Ableitung  derseii)on  hat  v.  Stacdt  Grelle  J.  57  p.  88  gef-'eben. 

'  ■;  Ca  K.NOT  1.  c. 
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0 

< 

1 

4 

1 

''.. 

rf,, 

03. 

\ 

r/,. 

(/.,, 

da-.. 

1 

rfu 

^23 

^33 

1 6  v4,  .4,  ^3  .  ß,  ß,  ß,  cos  7    =  - 


worin  sich  die  ersten  Numern  auf  das  erste  Dreieck,  die  /weilen 
Niitiicrn  iiuf  das  zweite  Dreieck  ])eziehen*). 

Beweis.   Nach  (3)  ist  in  der  angegel)enen  Bc/.eiclinunti 

2  c,,       2  c,. 


16  A,A.,A3  .  ß,  ß,  ßj  cos  7   = 


2  c,. 


2  c. 


Nun  ist  (12) 


2  CjA-   =   diA  -  dik  -    du  -  rfjj 


Die  Determinante 

d,„-f/,,-  V/„-f/.,,;  rf„-rf3,-  ^,,-^31) 

dii-d-3-[du-dn:  (h,-d,^-  d,,-f^i. 

liisst  sich  nach  §.  2,  6  und  §.  3.  G  trnnsformiren  in 


1  f/,,  -(/,,-    (/,,-'/..  'ill-f'31-''/u-<^3l) 
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d,.—d.,. 


d,,—d^ 
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0 

1     -1 

1    -1 
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1 

rfn 
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^n-rf..M 

f'u-f/31 

1 

'/u 

d,, 
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d,,-d„. 

^1.-^32 
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r/,. 

d.,., 

rf3. 

f/,3 
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rf>3-^/.3 

«^13-^33 

i 

<lrs 

d,3 

^33 

Zusätze.    Wenn  die  i'unkle  Ji^,  B.^^  B^  der  Roiiu'  nach  mit 
(h'U  Funkten  .1,,  ylg,  A^  zusammenfallen,   so  wird  cos  r/i  =  I  . 

d,i;  =  <//^.-,   du  =  0,   folglich 

Olli 
i  0  d,,,  d, 
1  d,,      0  d, 

1         </,,      rf..,      0 


16/!.  ^,^3= 


übereinstimmend  mit  dem  alten  Ausdruck  der  Dreiecksflache 
durch  die  Seiten  (vergl.  §.  3,  17]. 


*)  Diese  Form  hat  der  Satz,  welchen  v.  Statdt  1.  c.  zuerst  aiifi-'ostellt 
hat,  durch  Sylvester  (Philos.  Mag,  1852,  II  p.  335^  erhalten.  Aehnliche 
Determinanten  hatte  Cayley  geijildet.  Vergl.  unten  §.  17,  9  und  19. 

13* 


or, 


§.  Ki,  13. 
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1 

1 
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rf 
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rf.3 

d,3 

0 

Dio  HodiMiiiinij.  diiss.'l,.    I^.    1;,  .iiif  (>in<M- Cnadcn  liegen, 
lüulol 


=  0 


Bei  jeder  Lage  eines  Punkl(\s  niif  der  riciiiileii  dmeli  die  beiden 
andern  Punkte  verscliwindel  je  ein  Factor-  der  l>eleiniinante. 

Dil  die  Fliiclie  des  el)enen  Vierecks 

AtA,.LA^   =   A.A.A,  +  A^A.A, 

ist,  so  Ijat  man  für  zwei  ebene  Vierecke,   deren  Ebenen  den 
Winkel  (p  einscidiessen. 

ir,  A,A,A,A,  .  B,D.,B,B,  cos  r/ 

=   1  6  ,4,  A.A,  .  ß,  B.,  ßj  CDS  7   +  16^,  A.,A^  .  ß,  ß,  ß^  cos  (f 

+  \6  A,A,A,  .  B,B,B,  cos  7   +  \6A,A,A,  .  B,B,B,  <os  7. 
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Sind  demnach  .1  und  ß  die  Fläclien  el)ener  Polygone  von 
7/1  und  1)  Seiten,  deren  Kltenen  den  Winkel  (f  ])ilden,  so  ist 
AB  cos  (p  die  negative  Summe  von  [in  —2)  n  —  2;  Determinan- 
ten vierten  (irades  von  der  angegebenen  Art,  also  eine  ganze 
Function  von  den  Quadraten  der  Strecken,  welche  die  F:ck- 
punkte  des  einen  Polygons  mit  denen  des  andern  verbinden*). 

14.  Wenn  (1^^  das  niia<Jral  dei-  Strecke  AJi^  bedeutet,  so 
ist  für  zwei  Tetraeder 


*)   V.  .Stalut  I.  c. 
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i8SA,A.,A,A,  .  B.B.BJi,   = 


1 


rf,. 


1 

^3. 
f/33 


worin  die  ersten  Xumern  nuf  das  ersle  Tetraeder,  die  zweiten 
Nuniern  auf  das  zweite  Tetraeder  sich  bezielien. 

Beweis.    Das  gesuchte  l'roduct  ist  nach  H]  die  Determi- 
nante 

d,,-f/,,- d,,-c/,,        d,,-f/,,-  r/,,-(/^,        c/,,-d,,-  (/,,-d„)   I 
dii-d.,j-d^^-d.,,)       d,3-d,3- V/.j-d,,,       d,^-d,^-'d,^-dJ   \  , 
d^,-d.,^-d^,-d.,;       d^^-d,^-  d,,-d,,        £/,,-f/,,-  d,,-d,,)  I 

welche  sich  auf  die  (1 :{;  angegebene  Weise  in 
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d,,-d3. 
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<^13-<^33 
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rf.3 

^33 
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transformiren  lässt. 

Zusätze.  Wenn  die  Punkte  5,,  A, ,  ^3,  i?^  der  Reihe  nach 
mit  .1,,  .Ijj  -^3)  -li  '^iisaninienfallen,  so  wiid  f/,-^  =  f^.j-,  f/,j  =  0, 
folslich 
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Wenn  mau  diese  Determinante  nacli  §.3,  17  entwickelt,  so 
erhält  man  die  bekannte  von.lLNGius  (vergl.  \\)  und  später  von 
Ei'LER  ^Nov.  Comm.  Petrop.  4  p.  158)  aufgestellte  P'ormel  zur 
Berechnung  des  Telraedervolums  aus  den  Kanten. 

Die  Bedingung,  unter  welcher  die  Punkte  A^^  .1.^,  .I3,  .I4 
auf  einer  Ebene  liegen,  lautet 
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§.  ir..  n 


illxM-oinstiniincnd  inil  der  riloiclnmc;  zwisolion  den  Strecken, 
wclilic  i  Punkt(>  ciiuM-  l'lifnc  \  ('il»iii(l(Mi  .Ii  \(;ii  s  iiiid  l'n.KR 
Ai'ln  Pi'trop.  'i,  I  p.  :i  . 

F.ine  melii'Sfitii^r  l'\  iMinidc  ist  die  Siiinmo  \(tn  drciseiligen 
Pvnuiiidon,  wcIcIh«  die  Spit/.o  der  iiudirsciliLKMi  P\  latnido  zur 
i;emeinsi-li;tfllii"lion  S|)il/.o  li.dxMi.  und  doron  Hasen  die  Dreiecke 
siiul.  aus  denen  die  Hasis  der  nielirseitii-'en  l'\r;uuide  Itcsteht, 
l-iin  Polyeder  ist  die  Sununc  der  I*yrainiden,  welche  einen  Eck- 
punkt des  Polyeders  zur  i.'emeinschaftlicli(Mi  S|)il/,e  halten,  und 
deren  Basen  die  Flächen  des  PoUeders  sind.  Demnach  liissl 
sich  das  Producl  der  Volume  vdU  zwei  Pohedern  als  Summe 
von  Producten  aus  jedesmal  zwei  Tetraedern  l)etrachten  und 
als  Sunuiie  von  Determinanten  fünften  drades  der  ansieiiebencn 
Art  liarstellen.  Das  Product  aus  zwei  Pohedern  ist  also  eine 
ganze  Function  von  den  Ouadiaten  der  Strecken,  welche  die 
Eckpunkte  des  einen  Polyeders  mit  denen  des  andern  verbinden, 
wie  V.  Staidt  Ijemerkt  hat. 


15.  Wenn  man  den  Coefficienten  des  Elements  c^j^  (7)  in 
der  Determinante  —  —  CjjCjof'as  durch  yjj.  Itezeichnet,  so  hat 
man  nach  §.  6,  I 

JY  "4"  -1/     1/     1'       —     ' ^  "^  r     c     r    '' 
*-    —   ?  II  /2'.>;  33     —      -^  —  "^  1 1  "^  ja  "^  33- 

mithin  (7) 


Die  Elemente  ^,,,  ..,^33  sind  Flachenproducte  von  der  in  (3] 
betrachteten  Art.  nämlich 

Yu   =  -±'^..'3,  =   4 /l/t./ij  .  JSß.,  ßjcos,, 
j'„  =    -±  r.^r^,   =    hAA,A,  .  DB,B,  cos,, 

u.  s.  w. .  wo  cos,,,  cos  ,2-  ..  die  Cosinus  der  von  <\en  l"d)eneM 
(JiT  Fliiclicn  .I.I2.I.,  iMid  lill^i-i,  .\A.,A^  und  Hl{^n^,  ..  .Gebil- 
deten Flächenwinkel  bcfleutcn. 

Wenn  das  zweite  Tetraeder  mit  dem  ersten  zusammenfällt, 
und  wenn  die  Flächen  AA^A^.  AA^A^,  AA^A^  die  Werlhc 
f\i  A2»  fz  hy'^cn,  so  findet  man 


§.  l(i.  in. 
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i 

cos,. 

cos 

cos,, 

1 

cos 

cos,, 

cos,. 

^ 

oder  nach  §.  1ö,  3 

r,AA,A,A/'  =  8fJ,f,sm,,,*) 

wo  sin  ,23  don  Sinus  der  Ecke  l)edeulet,  deren  Kanten  die 
('positiven  Normalen  der  Ebenen  AA^A^,  AA^A^.  AAjA^  sind, 
und  welche  der  von  den  Geraden  AA^^  ^^'hi  -^^3  yobüdeten 
Ecke  des  Tetraeders  so  zus;eordnol  ist ,  dass  die  Kugelschnitte 
der  beiden  Ecken  Polarfiizui'en  sind. 

16.  Bezeichnet  man  beim  Zusammenfallen  der  Tetraeder 
AA^A.j^A.^  und  7? 7?,  ßo^s  ^'^  Werllie  c,, ,..,/,,,.  .  durch  a,, ,  . ., 
«j,,  .  .,  und  das  ßfache  Yoluin  des  Tetraeders  durch  u,  so  ist 

v"  =  Z  ±  a,^a.,^_a^^  ,        v^  =  Z  ±  «,,«,,«33  , 
«,,   =   4  AA.Ai'  ,         ('1-2  =  4  AA.^Aj  .  AAjAj^  cos,,  ,    u.  s.  w. 

Dabei  hat  man  für  die  vierte  Tetraederfläche**') 

4  A.A., Ar   =   ('.,,  +  «.,.,  +  r<33  4-  2«,3  +  2  «3,  +  2«,„   =   4/-== 

so  wie  für  die  Diagonale  .4^1'  des  Parallelepipeds,  von  welchem 
A  ein  Eckpunkt  und  .ij/lj-ls  ein  Diagonaldreieck  ist, 

AA'"-   =   fl|,  +  a.,.,  +  O33  4-  2a.,3  +  2  03,  +  2  ö„  . 

Mit  Hülfe  dieser  Ausdrücke  hat  bAr.RxxGE  ^sur  les  p^r.  17) 
die  Tetraeder  von  grösstcm  oder  kleinsten  Volum  bestimmt, 
deren  Flächen  gegebene  Inhalte  haben.  Diinn  sind  «,,,  «22,  «33 
und 

von  gegebener  Grösse,  und  r*  =  -  ±  «,,  «22":!3  kann  einen 
grösslen  oder  kleinsten  W'erth  annehmen,  wenn  der  Coefficient 
H  den  Bedingungen 


*)  Diese  Gleichung  ist  von  L.\grange's  Gleictiung  (sur  les  pyr.  17) 
niclit  wesentlich  verschieden.  Vergl.  Bretschneider  Geometrie  677  und 
des  Verf.  Elem.  d.  Math.  6tes  Buch  §.  6,  16. 

**)  L.\GRAXGE  sur  les  pyr.  12.  Ver.^1.  des  Verf.  Elem.  d.  Math.  Gtes  Buch 
§.6,  ö. 


200  §•  ^'>-  '<>• 

+    j,  =    0  ,  .         +    »  .      -    =    0  ,  +   f,  =0 

cenü'^t.   Nun  ist   .' *    =  —  I  .   und  ;!  .       lial  ;ils  Cocflicienl  von 

«,3  in  -  ±  cl^^a.,.,a.^.^  «Im  Wcitli  r- a.,.^  §.  (i,  '2  ,  u.  s.  \v.  Also 
ueUcn  für  oin  Teliiiodcr  von  der  uofordeiion  Kijienschafl  die 
Bodinuungcn 

«•.•3     =     «31      =     «I--    • 

Bozoiclincl  man  die  (ioraden  ylyl, ,  AA^.  AA^.  A^A^  duirli  ?•,, 
?•., .  Tg.  Q^,  so  hat  man  allutMucin  (§.  IG,  ö] 
AA^  .  A.Aj  cos  r,  (>,  +  .4.-1,.  A^A  cos  r,r3  +  .4.4,  .  AA.,  cos  r,r,   =  0  . 

In  doni  vorliejzendcn  Falle  sind  die  l>eiden  letzten  Glieder  dieser 
Glcicliuni;  entgegengesetzt  gleich,   daher  l)leilit 
.4.4  .  i4.  ;43  cosr,  p,   =   0  , 

d.  h.  das  gesuchte  Tetraeder  gehört  zu  den  liesondern  Tetra- 
edern, deren  gegenüberliegende  Kanten  normal  zu  einander 
sind,  und  deren  Höhen  sich  in  einem  Punkt  schneiden*). 

Um  die  Elemente  des  gesuchten  Tetraeders  zu  berechnen, 
hat  man  eine  Gleichung  4ten  Grades  aufzulösen.  Bezeichnet 
man  nämlich  die  gleichen  Kantenproducte  (723.  öj,  ,  «,2  durch 
y'-^-,   so  hat  man 

«n   =  a2.-«33  -  ^  «-M  =  ."^  -  a,,}A^ 

«„  =  03,0,,  -  '■>  «3.   =  »  -  a„.\r& 

«3J     =     flu  «22    -    *  «12     =     ö    -    «33  K''* 

folglich 


(.>  +  «„;  [9-  +  «, 


(  ^    +    «II  '>    +    «32  '>    +    < 

=  3  .7-  +  i;h  s  —  h  /■-'    +  5-  , 

0^  .'/  +  «„  ^  .>  +  «„  -  +   ,7  .7  +  r«j,  ■  ,7  +  «,,  -  +  .7 '.7  +  «,, 
=    [3  .7-  +  2  .7  5  -  4  /"=    +  .r]   .7  +  «,,     .7  +  «„)  f.7  + 


*)  Diese  Fiemcrkiins  ist  von  Painvin  Compt.  rend.  1.  5«  p.  379  und 
Nouv.  Ann.  4  862  j).  2G7  yoniachl  worden.  Leber  die  von  Ferriot  und 
Fecerbach  betrachteten  Tetraeder  der  angegebenen  .\rt  vergl.  des  Verf. 
Elem.  d.  Math.  Stes  Buch  §.  6,  10. 


§.  10,  17.  201 

Diese  Gleichung  filr  ^  ist  4teii  Gnidos  und  hal  eine  positive 
rejilc  Wurzel,  weil  der  Coeflieienl  von  ^*  auf  der  linken  Seile 
und  das  bekannte  Glied  auf  der  rechten  Seite  l)eide  positiv 
sind.  Dass  die  Gleichung  nicht  mehr  als  eine  positive  reale 
Wurzel  besitzt ,  und  dass  zu  jener  Wurzel  ein  reales  Tetraeder 
i^ehort,  dessen  Volum  ein  Maximum  ist,  findet  man  in  der  an- 
geführten Abhandhinu  Painvin's  Ijewiosen. 

17.   Wenn  die  orthoiionalen  Coordinaten  der  Punkte  3/,  \, 
i4,-,  Bj^  durch 

a,  b,  c  ;  cc,  ß,  y  ;         x,- ,  Vi,  Zi  ;  i^,  t]^,  Ck 

und  die  Geraden  NAj,  MBj^  durch  r,  q  bezeichnet  werden,  so 
hat  man 

N  Ai  cos  ro=  [Xi  —  cc]  cos  x  o  +  [y^  —  ß]  cos  y  n  +    s,  —  j/  cos  zn  , 

NAi  .  MBk  cos ro  =    Xi  —  «  '^/^  —  ci    +    y,-  —  ß    rj/-  —  b    +    z,-  —  j'.  t^;.  —  c]  . 

Zugleich  ist  (12) 

2A'.4,  .  MB^  cos  rn  =  MA^"  +  A'ß/,'  -  .ViV"  -  ^,B^.-  . 

Setzt  man  mm  voraus,    dass  M  und  \  die  Centren  der 
Kugeln  J,i42/l3/l4  und  B^B^B^Bj^  sind,  so  ist 

MAc  +  NBk'  -  M^'-  =  p 

von  unveränderlicher  Grösse.  Wenn  insbesondere  die  Kugeln 
sich  schneiden  und  0  ein  gemeinschaftlicher  Punkt  derselben 
ist ,  so  hat  man 

p  =   MO-  +  ^^0''  -  MX"-  =   2M0  .  NO  cosff  , 

wo  ff  den  Winkel  der  Geraden  MO  und  XO  d.  i.  den  Winkel 
der  beiden  Kugeln  bedeutet.  Demnach  ergiebl  sich,  indcFu  man 
wie  oben  (13;  A^Bj^^  durch  cl^j^  bezeichnet, 

-  2dik  =  -  iP  +  'Xi  -  ('.   £a-  -  a  +  Vi  -  fi  'nii  -  b)  +  (2.-  - ;'.  Ck  -  c)  • 

Hieraus  folgt  nach  der  Multiplicationsregel  (§.  5,  \) 

1     §,— «     i]\  —  b     Ci  —  c 


tV-^±  d^^  .  .  rf„  = 


-ip     x^-a     y^-ß     z^-y 
-ip     x^-K     y,-ß     z^-y 


<     ^4  — a     Vt  —  f>     Ci  —  ' 


\0i 


§.  IC.   1 


Indem  iiiiiii  iK'ii  l'acloi-  .} /)  aUsondi'it  und  zur  2t(Mi,  -Men,  Itcii 
(lolonno  in  bcuk-n  SvsliMncn  die  niiilli|iliiiilc  lli'  (loloniic  ad- 
dirt,  findol  man  nach  §.  I").  i\ 

28S  j) .  A,A,A,A, .  n,  nj{,n,  =  -  2  ±  ./,,  .  .  d„  •  , 

(Muo  Gloiclmiii:.  ilio  heim  Zusamnu-nfallcn  (Km*  ln-idcn  Tiiraoder 
auf  die  obon  '11    enlwickelle  sich  iTducirl. 

Man  erkennt  hieraus,  dass  die  Delerminanle  ^  '^(l^^  .  .  (l^^, 
deren  Elemente  die  Quadrate  der  Strecken  sind,  welche  i 
Punkte  mit  i  andern  Punkten  verhinden.  dem  Producl  der  l)ei- 
den  Tetraedervohnne  projiortinnal  ist ,  und  Ubritiens  nur  von 
der  Grösse  und  dem  Abstand  der  uniüoschriebenen  Kuueln 
abhängt.  Sie  verschwindet,  w  (>nn  die  l)eiden  Kugeln  sich  recht- 
winkelig schneiden,  und  insbesondere  auch  dann,  wenn  die  i 
Punkte  des  einen  Systems  auf  einem  Kreise  liegen. 

Mit  Hülfe  von  iW  eraiel>t  sie!»  noch 


0 

1 

1 

1 

^^. 

d,,  . 



< 

d,. 

d.,,     . 



1 

i 

P 

0 

dn 

d,, 

0 

d... 

rf.... 



1 

1 

P 

1 
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eine  Gleichung,  welche  ausser  den  Ouadraton  der  Strecken  nur 
die  Grösse  p  enthält. 

18.  Aus  den  gefundenen  Gleichungen  IT;  hat  Siebeck 
a.  a.  0.  analoge  goniomelrischc  Gleichungen  al)gcleitet.  Man 
vereinige  die  Punkte  ^1^  imd  li.^  im  Gcnirum  O  einer  Kugd, 
deren  Radius  die  Längeneinheit  ist,  und  auf  welcher  die  sphä- 
rischen Dreiecke  A^A.,A^  und  li^Ji^h^  liegen.   Dann  ist  rfj^  =  0, 

d,,  =  d,,   =  d,.  =  d,,   =  d,,   =  d„   =   1  , 

d,^.   =    4  .sin  ^ ;  ^,  ß/,    =    i  -  icosAiB^, 

3(iA,A,A,A,.  D,D,B,n,   =   sin  ^,  A.yt^  sin  ü,  ß,  ß,  , 


»)  Siebeck  Grelle  .1.  6i  p.  151. 


§.  Iß.  IS. 
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-  I  ß  p  -in  A^  A.,  .1,  .  sin  J5,  ß,  ß,   = 


0  4  1 

2       -2-2  cos  .4,0,        -2-2  (OS  .1,  ß, 

±      i  —  i  cos  A^  B.,       i  —  ±  cos  .^.^  B., 


-  2;jsin  .-^..i.-l^  sin  B^D.B,  = 


0  1  1  1 

1  cos  ^,  ß,  cos /I.j  ß,  COS.'Jjß, 

1  cos  A^  B.,  cüs  /!..  ß.j  cos  .(^j  ß.j 

1  cos  j4,  ßj  cos  /l.  ßj  cos  il,  ßj 


Niic'h    (t    liJil  iiwin  aber  auch 


sin  A^A-.Aj  sinß,  ß.ß^  = 
folglich 


4  1  1  ^ 

0  cos  J,  ß,  cos  .4.  ß,  cos  A3  ß,   j 

0  cos  Ai  B.,  cos  ^l.j  B.,  cos  .I3  ß 

0  cos^ißj  cos.^jßj  cos  ^3  ßj 


1  -  2  p  sin  A,  A.,  A.  sin  ß,  ß,,  ß,    = 


1 

4 

1 

1 

1 

cos^,ß, 

cos  A..  ß, 

cos  ^3  5, 

i 

cos  Ai  ß. 

cos  A.,  ß„ 

cosy^jBo 

1 

cos  .4i  ßj 

cos  .(^2  ßj 

cos  A3  ßj 

0    = 


2p 
1 


COS^lß,  COSi^jß,  COSj^jB, 

cos  i4,  ß.       cos  .^2  ß.'      cos  ^3  ß, 
cos^ißj      cosyi.ßj       cos^3B3 


Um  die  Grösse  p  sphärisch  auszudrücken,  brauclit  num 
die  sphärischen  Centren  P  und  Q  der  Kreise  .Ij.'lj^lg  und  Ji^  B.^B^ 
auf  der  mit  der  Längeneinheit  um  den  Punkt  0  beschrieljencn 
Kugel.  Die  Geraden  OP  und  OQ  sind  Diameter  der  Kugeln 
A^JUA^O  und  B^B^B^O.  also  ist  cos  PQ  der  Cosinus  des  von 
den  Geraden  OJ/und  ON  gebildeten  Winkels,  mithin 

p   =   2  0  .V  .  0  .Y  cos  P  (?  ,  ±p=OP.OQ  cos  PQ. 

Nun    ist    OPcos  PA^  =  0.1,  =  I  ,      OQ  cos  QB^  =  OB^  =  I  , 

folglich 

cos  P  Q 


2p  = 


cos  P  A^  cos  (}ß, 


Wenn  die  Kreise  /1,.l2.l3  und  B^B.^B^  in  R  sich  schneiden,  so 
hat  man 


iOi  §.  tfi,  IS. 

CQy>  PQ   =   Ci.s/'/{  co.s/?(J  +  sin /'/<  sin /{()  ■•,,>  ()/n' , 

Uo'\  rctlitw  inkclii;  sich  sclincidciidiMi  Kri'iscii  isl  2  ji  =  I  . 

§.  17.    I*(>l,Vi:fOiiometris('li('  und  judvodromclriscln'  IvNdationcii. 

1.  Wenn  die  Soilon  .1//.  HC,  ..,  MX.  NA  cinos  bdiid.i- 
izcn  PoI\i:on.s  n;uh  willküi'IiclKM"  Ih'sI.scI/.iiiii:  dei'  posilivon 
HichlUMiZOii  der  (Ier;iden,  iiuf  denen  sie  liefen,  die  W'erllie 
r/,,  ^2,  ..,  (i,j  li;d)en,  und  cos  .,/  den  (losinus  des  Winkels  l)e- 
deulet.  welchen  die  Ger;ule  der  /len  Seite  mit  einer  beliehiiien 
Geraden  bildet,  so  ist"] 

a^  cos  ^„  4-  rt...  cos^,..  +  .  .   +  r/„cos^,„    =   0  . 

Sind  iiiiinlich  .1,.  Ji^.  .  .  die  ortheLionnlen  Prnjeetionen  von 
.1,  7?,  .  .  iiiif  eine  beliebijic  Gerade,  so  hat  ni.iii 

.1,  B,  +  1\C,  +  .  .  +  M,  .V,  +  .V,  .1,   =  0 

unter  der  Vorausset7Aina ,  dass  A^D^  =  —  ^i-^i,  "•  •'^-  ^v.  Nun 
ist  allgemein  A^B^  =  AB  cos p^.,  wie  auch  die  RichtuuL;;  der 
positiven  Strecken  auf  den  Geraden,  deren  Strecken  .4^  und 
A^B^  sind,  angenommen  werde,  weil  bei  Verluuschung  einer 
Richtung  mit  der  entgegengesetzten  zwei  der  Grössen  A^B^^ 
AB^  coSp,  das  Zeichen  wechseln.  Durch  Sul)stitution  der 
Werthe  von  A^B^J  B^C^,  .  .  findet  n)an  die  angegebene  Funda- 
mentalgleichung der  Polygonometrie. 

Wenn  umgekehrt  n, ,  a^,  ..,  a„  Strecken  von  gegebener 
Hi(  litiiii;^  und  (iiösse  sind,  und  <"os  .,,  den  Cosinus  des  Winkels 
bedeutet,  welclien  die  tiei'ade.  auf  welcher  die  /te  Strecke 
liegt,  mit  einer  beliebigen  Geiadi^n  bildet,  und  die  Summe 

S    =    r/,  cos  j„   +  fi.^  ros  j,..  +   ..+«„  cos  j,„ 

verschwindet,  wie  audi  dir  w  illkiirliche  Gerade  angenoriMuen 
werde,  so  erhiilt  man  ein  geschlossenes  Polygon ,  wenn  man 
nach  willkürlicher  Anordnung  der  Strecken,  ohne;  deren  Hich- 
tungen  zu  verändern,    mit  dem  Knde  der  ersten  den  Anfang 


♦)  Lexbll  Nov.  Comm.  l'ctroj».  19  p.is?.    L'IIi'imkr  polygonometrio 
p.  20.  Cab.not  g(3om.  de  pos.  254. 
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der  /.weiton,  mit  dein  Ende  der  zweiten  den  Anfang  der  dritten 
u.  s.  1".  vereint.  Gesetzt,  das  l'^nde  der  letzten  Strecke  fiele  mit 
dem  Anfang  der  ersten  nicht  zusammen,  so  würde  die  Summe 
S  im  Allgemeinen  nicht  verschwinden,  was  der  Voraussetzung 
widerstreitet. 

2.  Der  Inhalt  eines  planen  Dreiecks  ist  unzweideutig  be- 
stimmt, wenn  nicht  nur  der  Sinn,  in  welchem  sein  Perimeter 
zu  durchlaufen  ist,  sondern  auch  die  positive  Richtung  der  Nor- 
malen seiner  Ebene  nel)st  dem  positiven  Sinn  der  Ebene  ge- 
geben ist.  Der  Beurtheiler  stelle  sich  so  auf  die  Ebene,  dass 
ihm  die  positive  Richtung  der  Normalen  aufwärts  gehend  er- 
scheint; je  nachdem  nun  die  durch  die  Ordnung  der  Eckpunkte 
gegel)ene  Drehung  mit  der  Drehung,  durch  welche  positive 
Winkel  und  FUtchen  beschrieben  werden,  einerlei  Sinnes  ist 
oder  nicht,  wird  der  Inhalt  als  positiv  oder  negativ  bezeichnet. 
In  gleicher  Weise  ist  zur  unzweideutigen  Bestimmung  des  In- 
halts jedes  planen  Polygons  der  Sinn  seines  Perimeters  erfor- 
derlich. 

Bei  einer  Fläche  eines  gegebenen  Polyeders  kann  der  Sinn 
ihres  Perimeters  willkürlich  bestimmt  werden.  Bei  jeder  mit 
dieser  Fläche  durch  eine  gemeinschaftliche  Kante  MN  verbun- 
denen Fläche  des  Polyeders  wird  der  Sinn  des  Perimeters  so 
angenommen,  dass  die  vereinigten  Theile  der  Ijeiden  Perimeter 
einander  entgegengesetzt  sind,  also  der  eine  durch  MX,  der 
andi'e  durch  A' 3/ ausgedrückt  wird*).  Wenn  z.  B.  eine  Fläche 
des  Tetraeders  ABCD  durch  ABC  ausgedrückt  wird,  so  sind 
die  ül)rigen  Flächen  durch  CBD,  BAD,  ACD  auszudiückcn. 
Ist  ABCD  eine  Fläche  eines  Hexaeders,  so  sind  DCC'D', 
CBB'C,  BAA'B',  ADD'A',  D'C'B'A'  die  übrigen  Flächen. 
U.  s.  f. 

Wenn  nun  die  in  der  angegebenen  Weise  ausgedrückten 
Flächen  eines  Polyeders  nach  willkürlicher  Festsetzung  der 
positiven  Richtung  der  Normalen  und  des  positiven  Sinnes  einer 
jeden  I-lbene  die  Weithe  a, ,  a^,  •  • ,  ccn  haben,  und  wenn  durch 
cos  jjj-  der  Cosinus  des  Winkels  ])ezeichnet  wird,   welchen  die 


*)  Dieses  Princip  ist  von  Mobus  Statik  §.  53  angedeutet  worden. 
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VA\cnc  der  äcn  l'liiclic  mit  einer  lu'liebiL:  liin/.ULietüuttM»  l'.lteiie 
bildet,  so  ist  ") 

ff,  cos  jn  +  «.,  cos  j,..  +  .  .  +  «„  cos  j,„   =   0  . 

Beweis.  M.in  bozeiehne  die  .Ni)riii;il|tr()jeeliom'n  dvv  VaV.- 
imiikte  .1.  li.  (\  .  .  auf  die  belieliii:  iuiiieiiouiiiiene  Klieiio  tlurel» 
.1,,  /y, ,  (",,  .  .  .  I>ii'  Siiinine  2?  dei-  Pnijeclionen  der  Folyeder- 
llät'lien  bestellt  aus  der  Suiiiiue  aller  Dri'iecke ,  welche  einen 
beliebiiien  Punkt  O  der  Projcclionsebene  zur  iienicinschafliichen 
Spil/.e  hal)eu ,  um!  deren  Basen  die  Seiten  der  durch  l'rojcclion 
der  Pol\ederll;i(lien  entstandenen  Polytione  sind.  Die  Sunuue 
dieser  Dreiecke  enthält  aber  zu  jedem  Dreieck  0M^1\^  auch 
das  entpeiienizeselzle  OA, .)/, ,  folglich  verschwindet  sie  und 
mit  ihr  die  Summe  2^.   Nun  ist  die  Projeclion  der  Aen  Fläche 

F,  G,W,  .  .    =   FGIl  .  .  cos  j,i  , 

also  versehw  inth't  die  Sunune  a^  cos  .,,  +  a^  <^os  .^^  "•"••• 

Zusatz,  (lonslruirt  man  auf  i\cn  Noinialen  der  Flächen  des 
Püheders  je  eine  Strecke  a^,  a.^.  ...  a^^  |)ro])ortional  (Umi  Wer- 
then  a, ,  «j,  .  .,  a„  der  Flächen,  zu  denen  die  Normalen  tzehö- 
ren.  so  ist  zufolize  der  l)e\viesenen  (lleiehunLc  auch 

a,  cos  ^,  +  a.cos^,.  +  .  .  +  ",,  cos  ^„,  =   Ü  , 

wo  nun  unter  cos  p,-  (h^r  Cosinus  des  Winkels  verslanden  wer- 
den kann,  den  die  Gerade,  auf  der  die  Strecke  o,-  lieat.  mit  der 
Normale  einer  l)eliebi.L;en  F^bene  d.  h.  mit  einer  lieliebiizen 
Geladen  bildet.  Daher  erhält  man  (\]  ein  izeschlossenes  Poly- 
2on,  wenn  man,  ohne  die  Uichluni:  der  Stiecken  r/,,  a^i  ■  •,  «„ 
zu  verändern,  mit  dem  !--nde  der  ersten  Strecke  den  Anfanu 
der  zweiten,  daim  mit  dem  Ijide  dei-  zweiten  den  Anfaiii;  der 
dritten  u.  s.  f.  vereint.  F^s  iiiebl  also  für  jedes  Pobeder  ein 
zuiieho ji!.;cs  Polygon,  dessen  Seiten  und  Winkel  den  Flä- 
chen und  Flächenwinkeln  des  Polyeders  gleich  sind,  so  dass 
jeder  pohLidnometrischen  Gleichuniz  zwischen  den  Seilen  und 
Winkeln  des  Polygons  eine  polyedrometrische  (ilcichung  zwi- 


♦)  L'lliii-iKR  llioorcriics  (ic  poiyedr.  1799  (.Mein  pn-scrilt-s  ii  1  Insl.  1 . 
1805  p.  26*).  Caiinot  I.  c.  Die  Voranssotziui;.'en,  iiiilcr  welchen  die  Glei- 
chung güllig  ist,  werden  in  den  ungcfuiiilcn  S(  luilien  niciit  genau  ange- 
gejjcn. 
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scheu   den  Fläclu'ii    iiiitl    Flüclienw  iiikoln    des  Polyeders   enl- 
.s[)i'iclit. 

3.  Indem  man  die  l)eliebii5e  Gerade  (Ebene)  der  Reihe 
nach  mit  den  Geraden  (Kbenen)  der  verschiedenen  Polvijon- 
scilen  Poiyederflächon)  vereinigt,  erhält  man  chis  System  von 
lincartMi  Gleichunüen  (I) 


(7,  cos  1,   +  (L,  cos  ,._. 


«„cos,„    =  0 


worin  cos  ,-,  = 
hat  man  (§.  8 


a,  cos  ,„   +  a.,  cos  „.^  +  .  .  +  a„  cos  „„  =   0 

=  1,   cos /,.;  ^  cos  ,7^.   ist.    Zufolge  dieses  Systems 


=  0 


eineGleicliung  zN\isclion  den  Cosinus  der\\'inkel  von  n  Geraden 
(Ebenen),  die  mil  den  Seiten  (Flächen)  eines  Polygons  fPoly- 
eders)  parallel  sind. 

Da  3  Gerade  ;r,  ?/,  r,  welche  mit  einer  Ebene  parallel  sind, 
auch  mit  den  Seiten  eines  Dreiecks  parallel  sind,  so  hat  man, 
w  ie  bekannt, 


(1) 


1  co^xr      cosyr 

cosa-r       1  cosxy 

cos  yr       cosxy       1 


=   0  . 


Wenn  4  l)eliel)ige  Gerade  (Ebenen)  o?,  ?/,  js,  r  gcge])en 
sind,  so  lässt  sich  ein  Viereck  (Tetraeder)  construiren,  dessen 
Seiten  (Flächen  mil  den  gegelienen  Geraden  (El)enen  paiallel 
sind.  Folglich  ist 


i  cosxr  cos  yr  cos  zr 

cosxr  1  cosxy  cosx- 

cosyr  cosxy  1  cos  yz 

cos  zr  cosxz  cosyz  4 


=    0 


Diese  Gleichung,  welche  man  nach  §.  3.  IT  entwickeln  kann, 
enthält  den  Zusammenhang  zwischen  den  Cosinus  der  von  4 
Geraden   (Ebenen)    izeljildelen  \\'inkeln,    zwischen  den  Seiten 


^os 
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und  niai:()tiaK'n  cinos  s]>h;irischeii  Vi(>rocks,   zwiscIuMi  den  l"lä- 
ilu'iiw  iiikolii  ciiu's  Totraodors*  . 

WtMin  inshcsoiidoro  .r,  //,  r-,  /•  die  liichümucn  diT  KaiUcn 
.Iß,  .IC,  AI)  und  dos  Radius  AE  der  dorn  Tolraoder  MßC/) 
\nnt:esclMi(d)i'n('n  Kuizol  hodoulcn,  wonn  .Iß  =  6,  AC  =  c, 
AD  =  iL   AE  =  c,  so  hat  man 


1  :  cos.rr  :  cos yr  :  cos  zr  =  ie 
foli:lu-li  (§.  .},  4) 


(•:<!, 


III 


*e- 

b 

b 

i 

c 

cos  xy 

d 

cosxz 

COS. ry       cosa;3 


1 

cos  1/r 


cos  y: 
1 


=    0 


zur  Berechnung  des  Radius  der  einem  Tetraeder  umgeschrie- 
benen Kugel  aus  den  Elementen  einer  Ecke**  . 

Wenn  E  irgend  einen  fünften  Punkt  des  Raumes  bedeutet, 
so  hat  man  bei  den  vorigen  Bezeichnungen 


'IV 


e^  becosxr  c  e  cos  yr  d  e  cos  zr 

becosxr  b'  bc  cos  xy  bd  cosxz 

re  cos  yr  bc  cos  xy  c^  c d  cos  yz 

d e  cos  zr  bd  cosxz  c d  cos  yz  d" 


=    0 


Drückt  man  das  Streckenproduct  becosxr  durch  die  Quadrate 
der  Seiten  des  Dreiecks  AUE  aus  u.  s.  w.,  so  eriiäll  man  die 
Gleichuni:  zwisclien  den  Quadialen  der  Strecken,  welche  "> 
Punkte  des  Itaumes  verbinden.  Diese  Gleichung  ist  für  das 
Quadrat  einer  Strecke  vom  zweiten  Grade,  in  l'ebereinsUm- 
mung  mit  der  Conslruction,  durcli  welche  die  Strecke  aus  den 
übrigen  Strecken  gefunden  wird***). 


•)  Carnot  gc'om.  de  pos.  350. 

•*)  Legendre  C'\('m.  de  geom.  NotcV.    Diese  Gleichun;^  ist  nichl  we- 
sentlich verschieden  von  Lagra.nge's  Gleichung  (sur  les  pyr.  21). 

***)  Carnot  gf'-om.  de  pos.  359.  Mem.  sur  la  relation  qui  existe  etc.  58. 
Diese  Gleichung  ist  von  Lagrangi.s  Gleichung  (sur  les  pyr.  <9)  nur  äusscr- 
lich  verschieden.   Vergl.  unten  12. 
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4.  Aus  dem  Syslein  der  linearen  Gleiciiunson 

cos 


a,  cos  J^^    +    (l.;  ^„..  j,. 
a,  cos  „,    +   «._.  cos  .^., 


.   +   a,,  cos ..,,    =    0 
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0,  cos  „,    +    «.  cos  „.,    + 

foliil  die  allneineincro  (ileicliung 


=  0 


CDS  .,., 


=    0  , 


welche  den  Zusauimenhans  zwischen  (h>n  von  n-k-\  Geraden 
(Ebenen,  gehihlelen  Winkehi  ausch'ückt,  wenn  n  derade  (Ebe- 
nen) mit  den  Seiten  (Flächen)  eines  Polygons  (Polyeders)  von 
n  Seiten  (Flächen)  parallel  sind. 

In  der  analytischen  Theorie  dei"  Geraden  werden  haupt- 
sächlich die  besondern  Fälle 


cos  rs 
cos  xr 
cos  yr 


cos  xs 
cos  xy 


cos  ys 
cos  xy 


—    0 


cos  rs 
cos  x  r 

cos  yr 
cos  z  r 


cos  xs 
\ 

cos  xy 
cos  xz 


cos  ys 
cos  iK  y 

cos  2/  r 


cos  SS 
cos  xz 
cos  y  z 
\ 


=    0 


zur  Bestimmung  des  Winkels  von  zwei  Geraden  aus  den  Win- 
keln, welche  dieselben  mit  den  coordinirten  Axen  bilden,  an- 
gewendet*). 

5.  Aus  dem  in  (3)  benutzten  System  von  linearen  Glei- 
chungen lassen  sich  die  Verhältnisse  der  Seiten  eines  Polygons 
(oder  der  Flächen  eines  Polyeders)  ableiten.  Nach  §.  8  mit 
Rücksicht  auf  §.  6,  5  findet  man 


—     rn    ■    Pi'-'    ■    i'iz 


*]  Magnus  anal.  Geom.  des  Raumes  §.  9  (7).    Vergl.  einen  Aufsalz  des 
Verf.  in  Grelle  J.  46  p.  U3. 

Ballzer,  Dclenu.    2.  Aufl.  t* 


wt'Hii  i,!-  (Irti  (]()rrii<i(Mil(Mi  von  cos  jj.  in  der  Dclciiiiiiiniitc' 


ItcdtMih't.     1U'Z(  iciiiU'l     iii.iii      NNic  §.    I :} .    •"5      <lii'   Dclciiiiiiiiiiilc 
-  ±  i'"S  ,,  . .  cos  „„  (Imrli  sin  ^,,2,..,  »n  ^^  '•''* 

l'iir  n  =  3  roducirl  sitli  ß^^  ouf  sin^^a?  ßn  ^^^^  -"^'"^13; 
,^33  ;iut'  sin  ^,,  in  rohoi-cinslininiunii  niil  dein  beknnnlcn  Salz 
von  den  ViTliiiltnisscn  der  Si'iten  eines  Dreiecks. 

Wenn  das  Polygon  plan  ist  und  ?i  >  3 ,  so  verseliwinden 
ßn  •  ;^22  ^  ■  -^  ßnn  l'^))  ^^^^i'  "  ~  '  Gerade  einer  Ebene  ein  n—  1] 
Kek  l)ildcn.  Die  Vorhällnissc  der  Seilen  eines  planen  Polygons 
sind  daher  im  Allgemeinen  unbeslimnile  Funelionen  der  von 
tlen  Seiten  gebildeten  \Vink(>l. 

Wenn  das  Pohgon  nicht  plan  ist  und  )i  =  i ,  so  ist 

ßti    =   ^i"'.;34.  l%-2  =   S'"''"i3i.  (^33   =   sin'ij,  ,         ß^i   =   sin -',,3. 

Dem  absoluten  Werthe  nach  ist  also 

a,   :  a.,   :   «3   :  a,   =    sin  .,3,   :   sin  ,3^   :   sin,.,   :   sin  ,^3  . 

Der  gleichlautende  telraedrometrisehe  Satz  von  den  Verhält- 
nissen der  Flächen  eines  Tetraeders  ist  bekannt*).  Wenn 
n  >  4  ,  so  kann  in  besondern  Fällen  die  Proi)orlion  der  Polygon- 
.seiten  (Polyederflächen)  unbeslimml  werden. 

Vermöge  d<'r  gefundenen  Proportion  hat  man  (1) 

i^ii  *-'OS  j>t  +  i^i-i  cos  ^,,  4-  .   .   +  ,ii„  cos  j,„   =   0  , 
eine  Fundamentalgleichung  der  räumlichen  Cioniometrie,  worin 
eine  beliebige  Numer  für  /  und  y^ßnYßhk  f^''*  ßik  cCsetzl  wer- 
den kann.   In  dem  einlachsten  Falle  ergiebl  sich 

sin  ,3  cos^„  4-  sin  ,,  cos  ^,.  4-  sin  ^..  cos  ^^3   =   0  , 
die  bekannte  Gleichung  der  planen  (Joniomelrie. 

(■».   Die  bage   des  Punktes  P   in  He/ug   auf  das  Tetraeder 
OMW   ist  durch   die  .M.stände   .1/'.    II I' .  C I'  /weideiitig  be- 

•     ÜKi  Ts(:n\niii.R  Gcoui.  077. 
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sliinnil.  denn  der  niil  P  s\  luiiicliiscli  /u  dci'  I'll)cnc  .1 /y  C  lic- 
iicnde  Punkt  P'  lial  von  J,  /?,  C  diesel!)cn  Aljstände.  Be'/X'iclincl 
in.ni  einerseits  AP-,  BI*^,  CP^  durch  r/, ,  r/,,  //g ,  die  Producte 

0.1  .  Ol'  cds  .1  OP  ,  OB  .  OV  L(.s  «0/'  ,  0  C  .  OV  c:os  COP 

durrii  A, ,  /;,,  /;3,  und  0/'^,  0.1-,  .  .,  0.1  .  OB  cos  AGB,  .. 
duieh  h,  (/,,,  .  .  ,  (/,2 ,  ..:  andrerseits  die  Coordinaten  der 
Punkte  A,  B,  C,  P  in  Bezug  auf  drei  durch  0  gek-gle  Axen 
durcli  x^,  ?/,,;?,;  x:^,  ?/2,  %;  J-z,  V^,  H:  a;,  y,  :;;  so  (ludet 
man  zwischen  l)eidcrlei  Besliraniungen  von  P  folgende  Relatio- 
nen ") . 

Zunächst  ergel)en  sieh  die  trigonoiuetrisehen  Gleichungen 
ih,    =  rt,,  +h  -  g^  ,         'Ih.,  =  «,„  +  h  -  g,,         2  li^  =   a,,  +  h  -  g, , 

inil  welchen  nuui  die  ([uadralisclie  Gleichung    i,  IV^   für  li 


h  /i,  //._,  h.^ 

/i,  "u  «,-,  «13 

''•j  «i;  a.,.,  0,3 

/i,  rt,3  a.,,  a,. 


=   0 


ZU  verbinden  hat,  um  die  Coordinaten  //j,  ho.  h^  aus  den  Coor- 
dinaten (/, ,  </2?  !/3  zu  l)erechnen. 

Ferner  ergiebt  sich  durch  Projection  (vergl.  §.  15,  4) 

A,  =  xX^  +  yY,  +  sZ, 
/i,  =  «X.,  +  y  Y.,  +  -Z._. 
A3   =  xX,  +  yY^  +  zZ.,, 

wenn  man  zur'Abkürzung 

o.',  +  y,  coixy  +  s,  cos.r:;  =   .Yj 

iT,  cos  xy  +  y^  +  -\  <-'os  1/::  =    1', 

a;,  cos  xz  +  i/,  cos  i/s  +  -,  =   Zj 

u.  s.  \v.  setzt.  Umgekehrt  hat  man  (§.  8,  1) 

nx  =  /i,  .Y,,  +  /(,  .Y,  +  h^  (X3) 
ny  =  h,{Y,!  +  h,{Y,)  +  h,{Y,) 
Bz    =  h^   Z,;   +  h.,  Z,    +  /13  (Zj)  , 


*)  L.\GKAXGE  sur  les  pyr.  IS. 


U* 


c. 


iiitic'iii  in.m  (hirch  II  die  DctciMiiiti.inU' 


-V, 


X., 
X, 


cos  xy 

cos  X  z 


cos  xy 
cos  y  z 


cos  ars 
ctis  yz 


=    6  Ol  /iC  siii ./  1/: 


und  (liiicli  V,  .  ..  (It'ii  (locniticntcii  \(in  A, ,  ..  in  /{  Itc/oiclnicl, 
der  >iih  nach  §.  •"),  G  wcilor  entwickeln  liissl. 

Wenn  insbesondere  P  das  (lenli'uni  dei'  dem  Telr.ieder 
0.1  nC  umeeseliriebenen  Kuuel  ist,  so  Iml  ni.m  (/^  =  7.^  =  //.,  =  // , 
l'(»I|jlicli  //,  =  i"|,.    Ii-,  =  ä  "•.-..  •    /'3  =  2  ":{:!   ^'-  ^-  ^^  • 

Ansiali  der  C(»ordinaten  7,.  »/g,  </^  kiinnen  die  Verliiillnisse 
(lieser  Grössen  zu  h  uehrauclil  werden.  Dann  sind  P  und  /*'  die 
ijemeinschafllielien  Punkte  der  Kuuelii.  wciclie  die  Strecken 
AO,  BO,  CO  nornuil  und  harnionisch  nach  den  Verhidlnissen 
}/ r/,  :  A  ,    y  (f.,  :  h  ,    ]/^t/^:/t  schneiden*]. 

7.  DieLatiedes  Punktes  P  inHezui:  auf  das  Tetraeder  0^1  ßC 
ist  durch  die  Abstünde  desselben  von  drei  Flächen  des  Tetra- 
eders eindeutiti  bestimmt,  wenn  die  positiven  Richtungen  der 
Normalen  und  die  positiven  Sinne  der  Ebenen  gegeben  sind. 
Rezeichnet  man  einerseits  die  Werthe  der  Flächen  OliC,  OCA^ 
GAB.  CBA  durch  f^,  f.^,  f^.  f:  die  Werthe  der  Abstände  des 
Punktes  P  \(»n  den  genannten  Fläclien  durcli  Px,  p^-  P^'  P- 
andi-erseits  die  (looi-dinaten  der  Punkte  A,  B,  C,  P  in  Rezug  auf 
diei  durch  O  gelegte  Axen  wie  vorhin,  so  hat  man  zwischen 
diesen  Hcstinunungen  von  P  folgende  Relationen**). 

In  §.  I"),  7  wurde  gesetzt 

OAliC  :  OnCI'  :  0  C  A  I>  :  0  A  H  I'  :  C  fi  A  !'   =    i  ■  fJ,  :  u.,  :  u,,  :  fJ  , 
0  0.1  HC  =   y  siii.i-y-  , 


daher  ist 
1     H, 


^.r  =   -'/•^•-    U.S.W. 
"^  sMi  syz 


*]   VcPL'l    des  Verf.  Elcm,  d.  Mnlli.  Glos  liiicli  §.7,  H.    Sikiikck  Crelle 
J.  62  p.  15.5. 

♦♦)   Lagk.\.v(.k  1.  r.  24. 


§.  IT,  S.  '2|;{ 

Dui'ch  (lioso  Sulistilution  ciliäll  nuin  für/),,  p., .  p^ 

4/^P^._  =  S,x  +  ,i..y  +  C..Z 
s\ii  xyz 

_!?j:3^  —  i  X  +  }],y  +  L,z 
sm xyz  ^ 

iiiul  uiiiLiekoIirt 

^xV  sinxyz  =  /",  p,.r,  +  A,p,.r,  +  APs^^j 

^i/FsinaJ2/5  =  /-.p.i/,  +  f^p.y.,  +  f.p.y, 

izV  s\n  xyz  =  f,  p,  z,  +  f.^  p.,  z,  +  f,  p,  z,  . 

Vonuöge  tl(M-  Gleichiint^  ^t/  -4-  /<,  +  jk.,  -i-  jti^  =  \  ist 

fP  +  fiPi  +  kPi  +  f,P:i  =   IV  sin  xyz  , 
wodurch  ;;  von  p^,  p^,  p^  Jihhängig  gemaclit  Mircl. 

Wenn  insbesondere  P  das  Cenlrum  einer  die  Tetraeder- 
flächen l)erülu'enden  Kugel  ist,  so  sind  die  absoluten  Werthc 
von  p,  p, ,  /;,,  ;'3  einander  gleich.  Halben  bei  einem  innern 
Punkt  des  Tetraeders  p,  p^,  p^^  p^  einerlei  Zeichen  und  den 
gemeinschaftlichen  AVerth  q,  so  findet  man  für  die  eingeschrie- 
bene Kugel  im  engern  Sinne 

/■  +  fi  +  f-2  +  fi,  c    =    a  V  sin  xyz 

7  +  n  +  f:  +  A:  .c   =  /■,  a;,  +  f,x,  +  f,x, 

[f  +  f\  +  h  +  k  y  =  f^y^  +  f-^y.  +  f.Vs 
{f  +  f,+f,  +  /;:  z  =  f,z,  +  r,  z,  +  uz,. 

Durch  die  möglichen  Zeichenwechsel  von  p^^  p^,  p^  findet  man 
8  Radien  und  8  dazu  gehörige  Centren,  welche  im  Allgemeinen 
endliche  Grössen  und  Entfernungen  haben,  für  ebensoviel  die 
Ebenen  der  Tetraederflächen  l)erührende  Kugeln. 

8.  Die  Relationen,  welche  zwischen  den  Coordinaten  g^, 
9z'  93  ^^^^^  ^'i'  ''2'  ''3  (ö)  ^^^^  Punktes  P  und  den  Coordinaten 
/"i  >  /''2'  fh  odei/jj,  p^,  7)3  (7)  desselben  stattfinden'),  ergeben 
sich,  wenn  man  die  §.  lö,  7  iur  x,  ?/,  r-  gefundenen  Werthe  in 
den  für  h^ ,  /?,  ,  /'3  erhaltenen  Formeln  substituirl.   In  der  Formel 


*)  Lagrange  1.  c.  26. 


i\  l 


S.  17.  S. 


/i,    =    //,    r,  A',  +  1/,  )',  +  3,  Z,)  +  ij.,  ■.»-,,  A',  +  1/,}',   +  z,  Z,) 
+  //,  .r,.\',   +  //,)',   +   -,Z, 

li;il  der  (".ofrii<'itMil  Mm//,  drii  W'ciMli  O  .1'- =  */,  ^ .  der  ( juMlicicnl 
\o\\  fi.,  den  \\  IM  lli  (>  A  .  (>  /)  cos  .1  O  //  =  (/,^  u.  s.  w  .  \  cri^l.  den 
Mrweis  §.  I  ■">.    I    .    .Miiii  ciliidl  d('iiiii;icli 

/),    =  //,(!,,  +  //,,'/,,  +  //,n,, 

''•.•     —    ."l"!.:    +   ,"■.•"•.-:    "*"    ,"3  "ja 

//^       =       l/,f/,j     +     «'..  "...1     +     ,".l".13    • 

Aiisliill  die  DelcriiiiiiJinle  /ii  entw  ickidn,  XM'lclie  iii;in  =  0  selzcn 
iiiuss.  um  h  zu  beslinuuen  (G  .  k;iiui  m.in  uiuniULdljiir  w  ic  Noiliin 

h  =  x\  +  i/Y  +  zZ 
seUon  und  oilüill 

h      =     /',/l,     +    ,"j/l..     +    ,";i''l 
=      »,"1,1     +    /':*«.;-    +    ."3"  «33    +    ^,"l."j«lJ    +    2,"l,"3''l3    +    ^l'i^if^ii- 

Unigekelirl  liiil  Mi;m  ,§.  I(),  7.  §.  S,  I) 


=    r-  sin  "xyz  , 


wenn  a,j,  «,2, 


/«, F- sin -.Ti/;  =  /i,f^,,  +  />..«,.,  +  /ijKij 
//oV"  sin -.»-i/:  =  /i,  f^ij  +  h.,t(...,  +  Ä3«23 
/ijV^sin -a^y:  =  /ij«,,  4-  /i,«,,  +  A,«,,  , 

die  Coeffuienlen  von  a,,,  0,2,  .  .   in  der  für 
V^  sin  ^ xyz  angegebenen  Dclcrniinfinle  sind. 

Aus  diesen  Relationen  ergeben  sich   die   übrigen   durch 
die  Substitutionen 

//,rsin.ryr  =  2 /-,;},     u.  s.  f.  (7) 
f.,,   =   kf,',       «,,   =   V.Acos,,     u.  s.  f.  '§.  <6,  3.  §.  16,  16) 

nJindich 

\h,V^\nx]iz  =  /;  p,  rt,,  +  f..p.,it,.,  +  /jPja.j 

5/i.,rsinxy-   =  /",  p,a,.,  +  Z:,?,,««.,  +  /jPsö-.-s 

5/)3V'sin.Tys   =  /,  p,  r/,,  +  /:,p,,«,3  +  A3P3«33 

i/iT- sin  =.ry  3  =  A'-'p,'",,  +  fnh" n,.,  +  ^'p,,'"3 

+  ^f,ß.PiP:"i,  +  ifJzlhlh'hi  +  2/-,^3p,p3a.,3, 
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und  umgekehrt 

iPiV  sin  xyz  =  h,f^  +  /i,/;,  cos,.  +  /';iAcos,3 

ip.^V  sin  xyz  =  /♦,/',  ctts  ,._,  +  h.^f..  +  h^f^  cos  ^^ 

ip.Vsinxyz  =  hJ,('os,^  +  h.J.,co^  .,.,  +  hj^  . 

9.  Die  Hoziohuug  zwischen  i  Punkton  eines  Kreises  /l,  ß, 
C,  I>  k;uni  (Uiicli  die  Eigenschaften  dcf  Winkel,  Strecken,  Flä- 
chen, welche  durch  die  belrachtelen  I'unktc  ])estirnmt  sind, 
angegeben  werden.  Nach  dem  l)ekannlen  in  Elclides' Elemen- 
ten entliallenen  Theorem  ist  die  WinkeldifTerenz  AGB  —  AD B 
entweder  0  oder  ISO",  mithin  allgemein 

I  2    1  Cli  -  ADD    =   0  •    , 

wenn  die  genannten  Punkte  auf  einem  Kreise  liegen  und  Win- 
kel von  gleichen  Zeichen  durch  Drehungen  von  einerlei  Sinn 
beschrieben  werden.  Der  Winkel  300"  ist  gleichbedeutend 
mit  0  . 

Nach  dem  Theoi-eni  des  Ptolemäls  (Almagesl  I,  9)  ist  ferner 
(II)  |Ap  +  y-q  +  }  '?•  =   0  , 

wenn  die  Producte  aus  den  Ouadraten  der  gegenül)erliegenden 
Strecken,  welche  4  Kreispiinkte  A,  B ^  C,  D  verl)inden,  durch 
/),  q,  r  bezeichnet  werden.  Man  findet  aus  dieser  Gleichung 
die  rationale  Gleichung  zwischen  den  Quadraten  der  Strecken, 
welche  durch  die  genannten  Punkte  bestimmt  sind.  Eine  der 
letztern  analoge  Gleichung  lässt  sich  für  die  Quadrate  der 
Strecken  aufstellen,  w  eiche  3  Punkte  einer  Kugel  verl)inden. 

Endlich  kennt  man  die  Relationen  zwischen  4  Punkten 
eines  Kreises  oder  3  Punkten  einer  Kugel  und  einem  beliebigen 
andern  Punkte,  wovon  die  letztere  in  einem  Theorem  Feuer- 
BAce's  (Untersuchung  der  dreieckigen  Pyramide  p.  \  3)  enthalten 
ist,  welches  Gayley  [Cambr.  math.  J.  II  p.  268)  und  Luciiter- 
H.vNDT  (Grelle  .1.  23  p.  37o]  reproducirt  haben.  Dieselben  Rela- 
tionen hat  MöBius  (Grelle  .1.  26  p.  26)  aus  barycentrischen  Prin- 
cipicn  abgeleitet.  Gayi.ey's  Verfahren,  das  auf  dem  Gebrauch 
der  Determinanten  l)eruht,  ist  folgendes. 

Die  Punkte  A,  B,  C,  D  eines  Kreises  seien  in  Rezug  auf 
ein  System  orthogonaler  Axen,  dessen  Anfang  0  ist ,   durch  die 


*)  MöBiLs  KreisverNvaiuil.sfhari  §.  14. 


^ir, 
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Ctmnliii.ittMi  .r.  7:   .T, ,  //,  :  .r^ ,  1/2'.    r^,  »/^  m'iiclx'n.     .M;in   lial, 
w  ie  lii'k.iiuil. 

;-     4-    )/■  =    u  -\-  li.r    +  ry 

;r,-  +  y,-'  =   11  +  l>.r,  +  <y, 


foluli.li    §.  S,  3; 


III 


X-    +  if        1        .r       y    I 
•'■,■  +  !/,'■■       '        J-,      1/,   i 


=    0 


■r,-  +  !/,-       1         r,       y. 


Uio  lüitw  ickoluni;  dieser  Detei'inin.intc  iiiicli  §.  3,  i  mit  Uiick- 
sichl  auf  §.  lö,  ö  giebt: 

Ol- .  ncD  -  oir- .  CD.i  +  or- .  dab  -  od-  .  abc  =  0  . 

Wenn  niiui  OP  noniiiii  zur  Kreisebene  eouslruiit  und  die  Iden- 
tität (§.  13,  o) 

OP'  nCD  -  CDA  +  DAIi  -  AliC    =0 

zu  der  vorij^cn  Gleichung  addirl,  so  kommt 

IVi       PA-  .  liCD-  Pli"  .  CD.I  +  P  C-  .  DAß-  P  D"  .  ABC  =  0  , 

worin  P  irgend  einen  Punkt  des  Raumes  bedeutet.  Insbesondere 
ist,  wenn  P  mit  I)  zusammenfiilll, 

DA-  .  BCD  +  DB-  .  CAD  +  D  C'  .  ABD  =   0  . 

In  iileielier  Weise  seien  die  l'unkte  ,1,  Z?,  C,  Z),  E  einer 
Kuizel  in  Bezuu  auf  ein  System  orthogonaler  Axcn  durch  die 
Coordinaten  x,  y,  z:  u.  s.  w.  gegeben.  Aus  den  Gleichungen 

x"    +  y-    +2'     z=   a  +  h.r    +  cy    +  d  z 


%'  +  !/,"■  +  ::,■'   =   a  +  bx^  +  ,  y^  ^  dz^ 


fol-:l 


=    0 


^.■•'  +  2/,-'  +  -,'        1 


«       »t       ■"« 
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Die  l'>n(\\i(k('lunii  dieser  Delcrniinantc  üiel)l    §.  lö,  6) 
(VI  OA-  .  liCDE  +  OH-  .  CDEA  +  OC  .  DE  AB 

+  Ol)-  .  EAHC  +  OE-  .  AH  CD   =   0  , 

worin  0  irgend  einen  Punkt  des  Raumes  bezeichnet.  Nach  den 
in  §.  !3,  T  anacnomnienen  Bezeichnungen  hat  man 

/u^  .  OA-  +  u., .  OH'  +  u^.  0  C-  +  II  .  OD'  =   OEr  , 

d.  h.  wenn  /i,  /<,,  //j,  /<3  die  coordiniilen  Coefficienlen  von  E 
in  Bezug  auf  die  Pyramide  DABO  sind,  so  ist  für  alle  Punkte 
0  auf  einer  um  das  Centruin  E  beschriebenen  Kugel  fi.OD^ 
•+■  l^l^ .  OÄ^  +  I.I., .  OB-  4-  /«3  .OC^  constant  Teikubach^  .  Insbe- 
sondere ist 

AH-  .  CDEA  +  AC-  .  DEAH  +  AD-  .  EAHC  +  A  E-  .  AHCD  =   0, 

M,  .  DA-  +  u.,  .  DH-  +  «3  .  D  C-   =   DE-  . 

Wenn  man  die  Determinanten    Uly  und  (V)  bezüglich  mit 

1        x"    +  y-         —  2  .T         —  2  y 


-Ix.,      -iy, 
—  2x       —  iy        —  i: 


x^  +  y,'  +  -r       -ir,       -  2j/,       -2::, 

niultiplicirt,    so   findet   man  2  ±  f/^^  . .  r/g^   und   ^  ±  r/^^  .  .  r/^^ 
(§.  5,  i),   wobei  im  ersten  Falle 

rf„„  =  x"  +  y-  +  X-   +  y-   —  ix'^    —  2i/-      =0 
d„,   =  x-  +  y-  +  .X,'-  +  1/,''  —  ixx^  -  iyy^   =  AB" 
d„„   =  x'-  +  y-  +  X..'-  4-  y./  —  ixx..  —  iyy..   =  A  C" 

u.  s.  w.,  im  zweiten  Falle 

d„„  =  x'^  +  y-  +  z-  +  .;■-   4-  y-   +  z"   —ix'-     —  iy-     —  2  z-      =  0 
d„,  =  X-  +  y-  +  z'  +  x^'  +  yr  +  z^-  -  i  x  x^  -  i  y  y,  -  2  z  z^  =  A  B" 

u.  s.  w.    Daher  ist  die  oben  erwähnte  Gleichung  zwischen  den 
Strecken,   welche  4  Punkte  eines  Kreises  verbinden,  'folgende 

(Cayley)  : 


äl8 


^.  17,  '.I. 


VII 


0  rf„i  rfo-.-         ''03 

d...        f/,,         0  ff,, 

rf«  rf,.,  rf.3  0 


=    0  , 


worin   f/,^.   das  Qujidr.il    (I(M"  Slicckc    \nin    /Ich    bis   zmii    /.Ich 
Punkte  l)0(lcnilcl. 

Dlo  analoi^e  (iloicliiini:  /.wischen  ilcn  Slrcckcn  ,    welche  ö 
riiuklc  ciiU'C  KiiLicl  \ciltin(h'n.  i;iulcl   (Caylevj  : 


VIU; 


0 

^'0. 

'/o. 

'/„3 

'/.M 

rfo, 

0 

d,.. 

'/>3 

f'.. 

rfo. 

d,. 

0 

'^.a 

r/,, 

d.3 

<lu 

''.3 

0 

rfs. 

=    0  . 


(h*       rfn       <i^i       ''3,       0 

Diese  Delcnninanten  können  nach  §.  '?,   IT  entwickelt  wcM'den. 

10.  Die  ij;efundenen  Relationen  (lll)  bis  (\'III)  gelten  für 
Punkte  einer  KIlipse  oder  Ihperliel,  eines  Ellipsoids  oder 
n\perl)oloids,  wenn  man  jede  Slreeke  naeh  dem  parallelen 
halben  Diameter  misst*). 

Beweis.  Wenn  an  die  Stelle  der  Kugel  eine  der  genannten 
Fliichon  /weiten  Grades  tritt  und  die  coordiniiten  orthogonalen 
A\en  mit  den  Uauptaxen  der  Fläche  parallel  sind,  so  gehl  die 
Gleiehung 

X-  +  y-  +  z-  =  a  +  Ox  +  cy  +  dz 


in  folgende  iil)er : 


=  1  +  Ij'x  +  c'y  +  d'z  , 


worin  «,  €,  positive  oder  negative  Einheilen  bedeulcn.    DaluM- 
erscheint  in  der  Gleichung  iV) 


©■'-(//^'■(fT 


statt  J-^ -f-  ij^  +  z^ .   Isl  nun  ,)/.l,  (Jim-  hiijbe  Diaiiieter  der  rläche, 
welcher  mit  O.l   einerlei  hirlitung  hat,    sind  ferner  /j,  7,  r  die 


•     Die  Geltung  der  obigen  Satze  für  Ellipse  und  Ellipsoid  hat  Bnioscui 
Crt.'lle  .1.  "iO  p.  ä3f)  bemerkt. 
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Coordinalen   von  A^  in  Bezug  auf  die  Hauplaxcn   dvv  Fläche, 
so  (M-2iol)t  sich  aus  clenienlaren  Gründen 

X  :  y  :  z  :    0  A   =  p  :   q  :   r  :  M A^  . 
Wril  aber,  wie  Itokannt. 


j^y^'ij)*'. 


isl ,   so  hat  man 


(vj 


+  .1^!- 


=    i 


Milhni  koninicMi  in    i\  i   und  iM     ^rv^  ,   tttt- >    nrrz  »  ••   an  die 

Slollc  von  O.P,  Oß-,  OC'^,  ..,    während  die  übrigen  Grössen 
unverändert  bleiben. 

Wenn  man  ferner  die  Determinante 


y  - 


X  V  s 

-^  +  f^  +  f.-4r         1        X,      y,      z, 


mit  der  Determinante 


+  f 


y 


-  2  —      -  2  *  -^.      -  2  f ,  — , 

«-  /i-  7" 


,        %^,yf  +  ,^I^      _2^^      _,.^^      -2..ii 
(c-  ,i-  y-  ((-  ß-  y' 

niuhiplicirt,  so  erhält  man  2  ±  f/„„  .  .  d^^,   worin 


x"  y-  z'-        x'-  y-  z 

«  /'  ;'        «  p  Y 


=   0 


.7;-'  1/"  2"        a- -  1/ -  :;  - 

f«         p         r       «  p  r 

_ä^'     -2f^    -2^.^ 


*)  Diese  Eigenschaft  ist  von  Joachimsthal  Grelle  J.  40  p.  32  angezeigt 
worden. 


??() 


§.   17.    10. 


wnliir  innn  w  io  olxMi  A  li"^  dividirt  (Inrcli  diis  (,)n;Mlr,it  des  li.il- 
luMi  Di.imclcrs.  der  tuil  .1//  paiidlcl  ist,  (indol  u.  s.  w  . 

I  1.  l'.iii  KciiclstliniH  zweiten  ('.indes  ist  diireh  einen  seiner 
Hrennpunkle  O  und  ^  .indere  Tunkte  .1,  li,  C  liestiiuiut :  daher 
müssen  i  Punkte  eines  Keizelscluiitts  und  ein  Mrennpuiikl  des- 
selben eine  i:e\\  isse  Helation  li;d»en.  Die  Kotationslliielie  /weiten 
r.ratles,  weleiu'  durcli  Hutalion  eines  KeL'elscluiills  um  seine 
llaujitaxe  entsteht,  ist  (huTh  einen  ilu-er  Hi'cini|Minkl('  O  und  'i 
andere  Punkte  .1.  //,  C,  1)  hesliumii.  so  (hiss  eine  Uelalion  zwi- 
schen '.')  Tunkten  einer  solchen  Fliieiu'  und  einem  ihrer  Brenn- 
punkte bestehen  muss.  Diese  Relationen  sind  vonMömus  (Grelle 
.1.  iC}  p.  ^9    anjzeueben  und  bewiesen  woiden. 

Man  kann  dieselben  aus  dem  bekaimten  Salze  ableiten, 
dass  der  Radius  Veetor  0.1  =  r  eines  Keizelsehnitts  oder  einer 
Rotalionsfläehe  der  an£;egebenen  .\rt  eine  lineare  Function  der 
Coordinaten  x,  y  oder  .x,  y,  ^  des  Punktes  .1  in  Rezug  auf  be- 
liebiue  Axcn  ist.  Sind  ,r, .  ?/,  oder  .x, ,  ?/, ,  r,  die  Coordinaten 
von  B  u.  s.  w.,  so  hat  man 


bx 


<^y 


=    (l   +   bx     +   ry     +   dz 


>\  =  a  +  bXj  +  cy:, 


r,   =   «  +  bx^  +  cy^  +  dz^ 


folglich    §.  8,  3) 


r        1 

X 

y 

r,      1 

X, 

j/i 

r^      1 

.X, 

y-2 

'-3       < 

X, 

y. 

=    0 


=    0  , 


(1.  h.   '§.  1 ."),  '.').  6) 

OA  .  nCÜ  -  OH  .  CDA  +  OC  .  DA  H  -  Ol)  .  ABC  =   0  , 

OA  .  liCDE  +  Oli  .  CDEA  +  0  V  .  DK  All 
+  OD  .  EAIiC  +  OE  .  ABCD  =   0  . 

\\'<'mi  .1,  yy,  C,  />  auf  d(M-  iUilalidUsIläche  imd  zuizleich  auf 
einer  diurh  0  gehenden  l-^bene  liegen,  so  isl  ABC  D  =  0  und 

nCDE  ;  -  CDAE     DABE  ;  -  ABCE 
=   BCD     -  CDA     DAH     -  ABC  , 


§.17,  12. 

folglich 

0.1  .  licn 
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OB  .  CDA  +  OC .  DAß  -  OD  .  ABC  =   0, 


(I.  1).  die  Uoliilionslläche  wird  von  einer  durch  einen  ihrer 
hnMin|)unktc  a^clejiten  Ebene  in  einer  Linie  zweiten  (Iriides 
izesciiMillcn,  für  welche  jener  Punkt  ein  Brennpunkt  ist  (Mühils 
I.e.). 

12.  Die  l{(>lalion  zwischen  den  Strecken,  welche  ö  Tunkte 
des  Raumes  verbiiuhMi,  ist  zuerst  von  Lagranüe  in  einer  wenii; 
entwickelten  Form  aufgestellt,  dann  von  Caunot  wiederholt 
heliandclt  worden,  ohne  dass  ein  id)ersichtliches  Resultat  er- 
reicht worden  wäre  (vergl.  3).  Die  einfachste  Relation  zwischen 
l)  Punklcn  des  Raumes,   A,  ß,  C,  D,  E,   dei-en  Coordinaten  in 


Hc/.ULT  auf  .5  heiiebige  Axen  a?, ,  ?/, 


0*2,  ^2  5  %  "•  ^-  ''^  •  """"*'' 


lindet  man,  indem  Juan  die  Identität  (§.  2,  4) 


=  0 


nach  §.3,  2  enlwickcll  und  die  gefundenen  Determinanten 
4len  Grades  nach  §.  15,  0  deutet,  nämlich  : 

(I)   BCDE  +  CDEA  +  DEAB  +  EABC  +  ABCD  =   0  , 

womit  die  in  §.  15,  7  vorkonanende  bekannte  Gleichung  über- 
einstimmt. Wenn  man  die  Volume  der  einzelnen  TctracMler 
durch  ihre  Kanten  ausdrückt  (§.  16,  II  Zusatz)  ,  so  erhiill  man 
eine  irrationale  Gleichung,  deren  rechte  Seite  Null  ist  und  deren 
linke  Seite  die  Summe  der  Quadratwurzeln  von  o  Determinanten 
oten  Grades  ist.  Um  diese  Gleichung  zu  rationalisiren,  hat  man 
das  Product  aus  den  16  Werthen  zu  bilden,  welche  die  linke 
Seite  vermöge  der  Zweideutigkeit  von  4  unter  jenen  Quadrat- 
wurzeln annehmen  kann').  Zur  AulTuidung  eines  rationalen 
Divisors  der  linken  Seite  genügt  es  aber  schon,  die  Gleichung 
(I)  mit  einem  ihrer  Glieder  zu  nudtipliciren ,  weil  das  Product 
aus  zwei  Tetraedern  eine  rationale  Function  von  den  Quadraten 


*)   Versl.  SvLVESTEK  Caiabr.  und  Dubl.  iiiutli.  J.  1853  Mai. 


§.  17,  12. 


(l(i-  Slii'ik(Mi   ist,    wolclio  (lio  lükpiiiiklo  des  (MMcii  TctiMcdcrs 
Hill  (Iriicn  (lo  .indi'in  '["(MiMcdcrs  \ ci-MiKlcn  '§.  Ki,   I  i   . 

I)i.'-^(•^  |)i\  i.Mir  der  (ilciclimi.i:  ist  in  ciiifiiclici' (Itvsliill  zuerst 
\o\\  (;\Mi\  (!,iiulti-.  iii.ilii.  .1.  2  |>.  i*()S  dirccl  cMtwickidl  woi-^ 
den.  Nach  Aii.ilojjio  des  in  ('.»^  niilLirlhcillen  N'cir.dncns  li.il 
Cvvi.KY  die  Di'lci  iniiiaiitr 

0  1  U         II         U         0 

_  <  •'l"  +  lli'  +  2i'  +  "i"'  -^1         Vi         =1         «1 

n  ^ 

^        -^'i"  +  J/i'  +  -s'  +  "i'        'i      !/i      =j      "i 
mit  der  Deterniiniinlc 

I                  ^                    0  0            0            0           0 

x.-  +  1/,-  +  z,--=  +  «,-•      1  -  -l.i\     -  'iy,     -  2  z,     -  2u, 


-  1 G  /{   = 


.Tj-  +  j/j-  +  zr  +  u.  -       1        —  2  X.     —  2  y,,     —  2  z,     —  2  «;, 


inulti|)licirt.  Man  lindel  (§.  5,1,  —  I  (i /{'^  =  ^i"  ± //„„..  //^-^^ , 
worin  Z/^/.  =  ///./  (§.  ü,  5;  und  zuar 

/i„„  =  /,,,    =    ..=  /j,,   =   0  ,  /i,„    =  /(,,,  =    ,  .    =  /i„,  =   1  , 

''li  =  a;..'"'  +  y/  +  :■■'  +  u.r  +  x,-'  +  j/,-  +  r,-  +  w," 

—  2  X,  X.,     -  2  2/,  j/„      —  2  ^,  3,      -  2  i<,  u, 

=    .'•,  -  ;r,,  ■  +    y,  —  1/,  ■'  +    3,  -  =,  '  +  (»,  -  M,  ' 

u.  s.  \\ .  Wenn  die  unbeslininilcii  (irü.ssen  u^,  u^^  •  •,  ?',-,  ^e^- 
schwinden,  so  verschwindet /i  (§.3,  3),  Versteht  man  dahei 
unter  a*, ,  ?/, ,  z^  die  orlho.i:nnaIcn  (loordinalen  des  l'unkles  yt 
u.  s.  \v.,  so  wird  /(,2  =  1/^*  u.  s.  w  .  IJezeiclinet  man  die  Qiia- 
(h-ate  der  Strecken  Nom  llen  zum  2ten.  3ten,  ..  Punkte  wie 
ülien  (lui'ch  (/,2  .  'l^■^,  •  •  ,    so  hat  man  die  (ileicliunii 

0  111111 

1  0  f/,,,       r/,3       f/,,       r/,j  I 
1  r/,._,       0  d„,       rf,,       rf,, 
1  r/,3       f/.,,       0  (/„       rfjj 
1  d,,       d,.       rf„       0  (/,, 
1  d„       d,,       f/3,       r/,,       0 

für  die  (,>uadrate  der  Strecken,  welche  fiinC  Punkte  des  Rau- 
mes serliindcn. 


:n; 


=  0 


6.  17.  I:'. 
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M.in  kiinn  diese  I)('tcrniiii;iiil(>  iiiicli  §.'5,  17  oder  oinliicli 
ii;u'h  §.  o,  3  onlw  ickcln.    In  (lern  IcIzUmii  l'alk'  crliiill  iii;iii 

w(Min  man  dio  (^oellicionleii ,  \v(>I(Ih'  die  Elemente  der  ersten 
Zeile  (l{\s  Systems  haben,  duicli  Jy, ,  (J^o ,  ••  bezeiehnet.  Hei 
analoj^er  Hezeielmuni^  ist  al)or  (§.  G,  5] 

A„,-  :  ()\,.;-  :  O;;-  ;  ();;-■  :  O;;-    =    J,,  :  d\,.,  :  J,,  ;  J,,  :  J.^  , 

weil  die  Determinante  \erseli\\indet  und  dj/.  =  dj^-i  (§.3,  13) 
ist.  l'olizlieh  hat  man  Itei  einer  bestimmten  Auswahl  der 
Zeichen 

}'  <)\,  +  ]  t),,  +  yd\,  +  yc)",,  +  yd\,  =  0 , 

womit  nach  §.  Ki,   I  1  die  Gleichung  (I)  ül)ereinstimmt. 

Zusatz.  Aul"  dt'msell)en  Wege  werden  die  Gleichungen 
zwisclien  den  Quatlraten  der  Strecken  gefunden,  welche  4 
Punkte  yl,  B.  C,  D  einer  Ebene  und  3  Punkte  /l,  J?,  C  einer 
Geraden  verl)inden  (§.  IG,  13.  1  i) .  Es  ist  nämlich  nach  den 
angenonunenen  Bezeichnungen  im  ersten  Falle 

0  1111 

1  0         rf,,      f/,,      rf,, 
1  d,.,       0  f/.,3       rf.,,       =    ü 
1  r/„       d,,       0  d3 
1  d„       d,,       d,,       0 

und  bi'i  gehöriger  Zeichenbestinunung 

/tf,,  +  y^,,  +  V^,,  +  yj,,  =  0 
iU.ereinslimmend  mit  li C D  —  CDA  ■+-  DAB  —  ABC  =  0   d.  i. 


=  0 


1 

1 

3^1 

2/i 

1 

i 

X., 

!/'2 

1 

1 

■■'•3 

y. 

1 

1 

a=4 

y. 

im  zweiten  Falle 


0  1)1 

1  0  (/,,,        f/|, 
1           (/,.,        0  (/.,, 


=    0 


'',.    ''..    <» 


§.  IT,  I^. 


diu  rfiiiNliiiiiiicnd  mit  .1  //  -f-  />' ' '  -+-  ^'.1  =  '•   <l.  i- 

1         1         j,  I 

1         1         ./■,  1   =   0. 

1  1  .r,,   i 

Dicsi»  (ilcicliuiiLicn  crfzchcn  sich  .iiicli  ;iiis  '.I.  \  II  iiiid  \  III. 
\\ fmi  ii;iiiili(-li  Non  •")  PuiikliMi  einer  Kiiuel  einer  unendlieli  lern 
i.sl ,    so  isl  /..  H. 


Mild  die  idiliLien  5  Punkte  lii'jicn  .ud Cinei'  llhene.  rnd  wenn 
\nn  I  l'inikten  eines  Krei.ses  einer  unendlieli  lern  isl,  so  lieiien 
die  iilirii;en   {  l'unkti'  unfeiner  (leniden. 


l»ruck  von  Itrciikn|ir  uml  llfirdl  in  Li-iiizig. 
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